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CHAPITRE XX. 


ui THODX DES COÉFFICIENS INDÉTERMINÉS. 

t 53. Les quantités se distinguent généralement 
en quantités constantes et quantités variables. Les 
quantités qu’on nomme constantes ou déterminées, sont 
celles dont les valeurs sont supposées fixes on don- 
nées, et celles qu’on nomme variables ou indétermi- 
nées, sont celles auxquelles on est maître d’attribuer 
successivement diverses valeurs, ainsi qu’on l’a vu 
(Chap. VII et XI), où la quantité x représente tous 
les nombres possibles. 

a54* Nous avons distingué ( 194 ) entre l’égalité 
et l’équation : il existe une autre relation analogue, 
quoique différente de celles-là et à laquelle on a 
donné le nom d'identité : c’est celle qui a lieu entre 
une opération indiquée et le résultat de cette opéra- 
tion effectuée : on en a vu des exemples dans le 
chapitre septième, où on a considéré des égalités 
entre des fractions qui sont des divisions indiquées, 
et les quotiens de ces divisions : comme la fraction 
et le quotient doivent se répondre pour toutes les 
valeurs d’une certaine quantité, cette quantité est 
dite variable par opposition aux nombres qui en- 
trent avec elle dans la composition de la fraction, 
et qui sont constans ou invariables. 

a55. Lorsqu’une expression renferme ainsi urte 
quantité variable qu'on désigne ordinairement par 
l’une des dernières lettres de l’alpbabet, x,ou /, 
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ou z, etc., quantité qui peut être combinée avec des 
constantes, on l’appelle fonction de cette variable, 
et on est convenu de la désigner abréviativement 
par Fx , ou fx, ou F, f ou <p étant la lettre 
initiale du mot fonction, qui couvre la variable 
qu’on met seule en évidence , sans faire mention 
des constantes ou des nombres combinés avec elle 
dans l'expression ou dans la fonction. 

a 56. L’objet de la méthode des coéfficiens indé- 
terminés, est de développer toute fonction suivant 
les puissances croissantes de la variable quelle con- 
tient : on suppose que ce développement procède 
suivant toutes les puissances entières et positives 
de cette variable, et les coéfficiens de ces puissan- 
ces, sont des constantes inconnues ou des indéter- 
minées qu’il s’agit d'évaluer. Lorsque la fonction 
devient nulle en même temps que la variable, il 
doit en être de même du développement dont tous les 
termes doivent contenir cette variable en facteur; 
mais dans le cas où la fonction se réduit à un nom- 
bre, en supposant la variable égale à zéro, l’un des 
termes du développement, ne doit pas contenir 
cette variable. Le principe fondamental de celte 
méthode consiste en ce que si l’on a une équation 
ou une identité de cette forme, 

A' + Bx + Cx* + Ex 3 + Exr' ~t- etc. = o (i) 

dans laquelle les coéfficiens A', B', Ce te., sont des 
constantes, et x une quantité variable qui puisse 
être supposée aussi petite qu’on le veut, il faut 
nécessairement que chacun de ces coéfficiens pris 
séparément, soit égal à zéro, c’est-à-dire qu’on ait 

A' — o y B = o , C=o , JJ ~o y E = o , etc. 
quel que soit d’aille’ùrs le nombre des termes de cette 


Digitized by-Google 


ELEMENS D’ALGÈBRE. 3i5 

équation. En effet, puisqu'on peut supposer la va- 
riable x aussi petite qu’on le veut, on pourra ren- 
dre aussi petite qu’on voudra la somme des termes 
qui ont x pour facteur, c’est-à-dire, la somme des 
termes qui suivent le premier et qu’on peut représen- 
ter par Mx ; en sorte que l’équation ci-dessus sera 
représentée abréviativement par 

A 4- Mx~o : d’où A — — Mx ; 

conséquemmemt la quantité A' pourrait varier par x 
susceptible de toutes les valeurs possibles, en sorteque 
de constante qu’elle doit être, elle deviendrait varia- 
ble : ainsi puisque la présence de ce terme A conduit 
à une absurdité, on doit supposer A'=o. Il reste donc 

Ex 4- Cx x -+- D' 4- Ex k -+- etc. = o 
et, après la division par x, 

E Cx -j(p px x -4- Ex' 4- etc. = o, 

d’où l’on tire B—o par la raison qui a donné A‘=o: 
par le même raisonnement, on prouvera que C=o, 
D — o, etc. 

On déduit de là une autre conséquence importante. 
Si on a l’identité, 

A -4 Bx 4- Cx y 4- Dx' 4- etc. 

. —A + Ex A- Cx' 4- Dx' 4- etc., 

qui doive avoir lieu pour toute valeur de x, les 
coéfBciens des mêmes puissances de x, seront égaux. 
En effet, en transposant tous les termes dans un 
seul membre, on aura 

(A — A)-t-(B — E)x-h(C — C)x x 
+ (D — £/)x > 4- etc. = 0, 

don l’on tire, d’après le principe précédent, 


Digitized by GoogI 



3i6 CHAPITRE XX. 

A — 'Â—o, B — B =o, C—C=o, D — D=o etc 
et conséquemment, 

A=zA", B — B, C—C, D — D etc. 

On peut encore faire usage de la considération sui- 
vante pour prouver que tous les coéfBciens de l’équa- 
tion (i) sont nuis. Puisque, pour toute valeur de x, 
les termes de (i) doivent s’entre-détruire, et puisque 
d’ailleurs cette destruction ne peut avoir lieu qu’entre 
les termes semblables qui sont ceux de la même puis* 
sance de x, on doit avoir 

A' — o, Bx—o, Cx’=o , D a?— o etc. 

mais comme x doit être quelconque, on ne peut 
dire que les produits Bx, Cx* , ZXx 3 etc., devien- 
nent nuis par x, et conséquemment on doit poser 
B = o, C=xo, D' = o etc. 

257. Éclaircissons ces généralités. Lorsqu’on eut 
développé par la division, ainsi qu’on la fait (eha- 

"’* • 1 a 

pitre VII), des fractions telles que | ■■ - , ^ , 

—, — a , + ^ X . — -- etc., dans lesquelles le polynôme nu- 

mérateur est en x d’un degré moins élevé que le 
polynôme dénominateur, on remarqua que ces dé- 
veloppemens procédaient tous suivant toutes les puis- 
sances entières et positives de la variable x et qu’en 
passant d’une fraction à l’autre, les coéfBciens des 
puissances de x changeaient, mais qu’ils ne dépen 
daient que des nombres ou des quantités données 
a, b, c etc., a, b', c etc., qui entrent avec x 
dans la fract ion. C’est d’après cette considération qu’on 
a adopté cette forme générale et commune de dé- 
veloppement, 

• A Bx -+• Cx' Dx* etc.. 
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en observant que les fonctions que nous considé- 
rons ici, ne devenant pas nulles avec x, puisqu’elles 
se réduisent à un nombre, le développement doit 
contenir un terme sans ar, comme nous l’avons ob- 
servé plus haut. On posera donc, par exemple, 

. .. a ---—A + Bx+ Cx‘ -4- Dx* -f- Ex* + etc (i): 

comme le quotient est infini, le nombre des indé- 
terminées A , B, C etc., est pareillement infini et 
il faut se procurer pareil nombre d’équations : à cet 
effet , on partira de cette propriété que le produit 
du diviseur par le quotient doit être le dividende, 
quelque soit x : multipliant de part et d’autre par 
a -B'Xy et retranchant a de chaque membre, on 
a cette identité, > 

_ a'A + a'B x + a'C x 1 + a'D x‘ -t-o'^|x 4 -t-etc.=o; 
— a + b'A ! -V B -+- b'C -\-b'D\ 

mais d’après le principe énoncé et démontré (a56), 
on doit égaler séparément à zéro le terme sans x, 
et les coéfficiens de x, x’, x 1 etc., ce qui fournit 
ces équations, 

a A — a = o, a! B + U A — o , àC+ b'B—o y 
a'D+b’C—o , a'E + b'D=o etc., 
d’où on conclut ces déterminations 

A—-,, B=—-,A,C=—-,B, 
a a a 

T» 

D— ; C, E= ,D, etc. 

a a 

où l’on voit que chaque coéfficient, à partir du se- 
cond B inclusivement, est égal au précédent mul- 

y 

tiplié par la fraction — —, qui est immédiatement 

donné par le dénominateur d + b'x de la fraction : 
celte loi remplace le nombre infini d’équations, néces- 
saire pour évaluer pareil nombre d’indéterminées, et 
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3i8 CHAPITRE XX. 

elle dispense de pousser plus loin les calculs. La dé- 
termination du premier coéfficient A, aurait pu se 
tirer de l’hypothèse x=o, faite dans l’identité(i), et 

qui donne ~ — A, comme on vient de le trouver. 

Soit encore, 

- 7 - a î?~ , ; —A + Bx+ Cx' Dx* + Ex* + c\c : 

a -t -bx+cx* 

après avoir multiplié de part et d’autre par le dé- 
nominateur, transposé a-hbx dans le second mem- 
bre, et égalé à zéro chaque colonne verticale de 
coéfficiens, on obtient ces équations, 

Ad — a—o A— —, 

a 

b' ' b 

Bd Ab — b=o desquelles — d ^ ^ d 

Cd -+- Bb Ac'=o on déduit C = — —, B — 

a a 

Dd -4- Cb’ + Bc' = o D— — —, C — —, B 

a a 

etc. etc. 

on voit qu’à partir du troisième coéfficient C inclu- 
sivement, un coéfficient dépend toujours des deux 
précédens, de sorte que si P , Q, B sont trois coéf- 
ficiens consécutifs , on aura ce terme général des 
équations ci-dessus, 

Bd + Qb' + Pc=o } d’où B = — —, Q — —,P- 

a x a 

les deux premiers coéfficiens une fois évalués, don- 
neront donc tous les autres. 

Il est naturel de conclure de ces cas particuliers 
qu’une fraction rationnelle de la forme 


a -+- bx ex 1 -+- -+- px n —* 

d -+- Ux ex 1 H- -4- q'x n 
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donnera lieu à une suite dans laquelle le coéfficient 
d’un terme quelconque, dépendra d’autant de coéf- 
ficiens immédiatement précédens, qu’il y a d’unités 
dans le plus haut exposant de x au dénominateur, 
en observant que cette loi ne commence à se mani- 
fester qu’après un nombre de termes, égal à celui 
du numérateur. Les coéfficiens 

q d d b' 

à à 1 d ’ d * 

par lesquels il faut multiplier ceux qui précèdent 
celui qu’on veut évaluer en remontant, portent con- 
jointement le nom d'échelle de relation , et les suites 
résultantes du développement des Raclions ration- 
nelles , ont été appellées suites récurrentes , parce 
que, pour former chacun de leurs termes, il faut recou- 
rir à un certain nombredetermesprécédens.Danslase- 
conde section, nous reviendrons surcessortesdesuites. 

a58. Dans tous ces développemens , nous excluons 
les puissances fractionnaires et négatives de la va- 
riable , parce qu’en supposant de pareils exposans, 
on trouve que leurs coéfficiens deviennent nuis. 

a5g. Nous pouvons appliquer la méthode précé- 
dente à quelques développemens , et nous commen- 

U"* m i 

cerons par celui de la fonction remarquable — -, 

dans le cas de m nombre entier. Nous poserons 

llflt ÿTTl 

= u m ~ t •+- Au" 1 —* -4- Bu m ~ 3 -+- Cu n — * -h 

u — v 

Du + r (A) 

en observant que, pour v=o , la fonction non dé- 

u m — v n u m ' 

veloppée se réduit à — = «*— * : or, le déve- 

1 1 u — v u 

loppement satisfait à cette condition , et de plus 

il offre la suite des exposans de u, depuis le plus 


Digitized b y Google 



3ao CHAPITRE XX. 

élevé m — i jusqu’à zéro. Il s’agit donc d’évaluer 

les indéterminées A , B, C, etc., qui renfermeront 

nécessairement v : à cet effet, on multipliera les 

deux membres de l’identité par u — v , ce qui 

donnera 

n m — I u m I -+-C I u " 1 lu 

— v | — Av | — Dv | — Uv\ —Fv; 

d’après cela , transportant u m — v m dans le second 
membre, et égalant à zéro chaque colonne de coéffi- 
cicns, on a 

A=v 
B=v' 

C=y> 

D=v* 


U— 

V —vm—t 

en observant que, pour u=o, on a, d’après (A), 
V —v m ~ J , et conséquemment, la dernière égalité 
y — U v= 0 , donnera. 

yn—i 

U= - — = v""— a . Donc, 

y y 


A V—O 

B — Av—o 
C — Bv =o, 
D—Cv=o 


V—Uv —o 


qui donnent 


t lfl1 

u — v 


— n m — 1 4- vu m — — 3 -+- V 5 W m — — ,v> 


Le nombre des termes de ce développement est m , 
en sorte que, pour v=«, le développement se réduit 
à mu m — 1 , valeur vraie de la fonction non déve- 
loppée qui , sous la même hypothèse , prend la 

forme — 
o 

a6o. Considérons le polynôme 


i"+ii B -'+&*- i +o- î + +Tx+y 

où m est un nombre entier, et A, B, C, T, V 

des nombres entiers donnés, et proposons-nous 
d’assigner le quotient de sa division par x — a, a 


* 
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étant un nombre tel que cette division se fasse exac- 
tement : nous poserons 

x m +Ax m ~ -P Tx+F 


=(x — a){x m — l -\-Ax m —' '+Bx m — } -+- -f-3’x+7’), 

Al » B i S, r r étant des coéfficiens à évaluer, 

et qui ne peuvent être exprimés qu’au moyen des 
coéfficiens donnés A , B T et F, et des nom- 

bres rn et a. On observera que, pour former, par 
exemple, le terme x m — " du produit indiqué dans le 
second membre, il faut au produit par x du terme 
x m—n—i quotient , ajouter celui du terme sui- 
vant x m — n par — a : le produit étant composé d’a- 
près cette loi , il restera , conformément au prin- 
cipe, à égaler successivement à zéro, les coéfficiens 
des mêmes puissances de x. On aura donc ces re- 
lations 


A— A — a 
B— B— A a 
C — C—Ba 
D—D—Ca -g 
etC. TJ 


A—a+A 
B ~~~ Aa+ B 

B =a 3 -+-Aa’-+-Ba-\-C 
O — Aol Bo? Cq-\- D t 


T=T — Sa 


T=a m —'+Aa m —‘ 1 +Ba m -*+...-\-T. 


Ainsi les coéfficiens A , B, C. T, F étant des nom- 

bres entiers ainsi que a, les coéfficiens A , B', C.... T* 
du quotient , seront pareillement des nombres entiers. 

Ces valeurs reportées en place de A , B‘ , C T, 

donnent le quotient 


Q=x m — l +a 

Xm — a-|_ a* 

x m ~ 3 -+- a 3 

+A 

-\-Aa 
+ B 

+Aa> 
-t- Ba 
+ C 

-t -a m — « 

+Aa m —*+Ba n ~ 3 +. . 


x m — 4-4- 


+ T, 


résultat qui nous sera utile par la suite. 

ai 
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aGr. La formule du binôme donné (Chap. XI) n’a 
été démontrée que dans le seul cas de l’exposant en- 
tier absolu : nous allons la généraliser, c’est-à-dire, 
l’étendre à tous les cas de l’exposant. Nous considère- 

m 

rons d’abord la formule (i-t-x)", de laquelle on passe 


facilement à ( x+a) n . Comme cette fonction se ré- 
duit à i (*) , dans l’hypothèse x —0 , on doit sup- 
poser dans le développement , un terme sans x , 
qu’on sait déjà être égal à l’unité. On posera donc 


( 1 4-x) " = i +Ax-\- Bx' Cx’-l-etc. 

où les coéfficiens A , B , C , etc. , sont indépendans 
de x: d’où il résulte qu’on aura en même temps 
l’identité 


-\-Ay-\-By' +Cy' -4- etc. 

Retranchant la seconde identité de la première et 
divisant de part et d’autre par x — y , on a cette 
différence 

(,+,£_(, =J+B( r) 

x — y • 

+yx‘ -t-^’ar-t-x^+etc. 

en observant qu’on a trouvé généralement (a5g) le 
quotient de x” — y par x — y. Si l'on pose 


(*) Pour a=o, la fonction non développée devient i " = sfî™ 
n n 

— •. c’e»t par ce premier terme \J i qui , comme nous le démon- 

irerons bientôt, admet n valeurs, que le développement est mul- 
tiple comme la fonction non développée , c’est-à-dire , qu’il se 
partage en n développemens. 
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(i+x) n —u m , (i +y)*—v m , . 
d’où résultent 

i +x =»", i +y=v\ x—y= u * — *>", 

l’identité précédente deviendra 

■ 

ym 


(A 


= A -+-B(x-\-y)-\- C(x ' -tjrx+y 1 )-+- etc ; 


u n — v" 

mais d’ailleurs (209) , on a 
u m — v'"=(« — 

u n — v n =z(u — v)(u"— x 4-va"— * -f-v’u"— ')'> 
donc 

u m — v m u m — x -\-vu m — a -| -v'u m — s -t- « 

^ " u" — v" a"— 1 -+-vu*—* 4-v*« n — 3 4- •+•»"»— *’ 

si dans les deux développemens (A) et ( B ) qui 
forment encore une identité , on suppose , ce qui 
est permis, y=x , auquel cas u=v, on sera con- 
duit à 

mu* — 1 m u m 

{C) ^4-aflj:-f-3Cx , -f-40x , 4-etc = = 

nu"— 1 n u" ’ 

en observant que, dans le développement ( B ) de 

jjin pM 

, les termes sont en nombre m au numéra- 

u n — v n 

teur, et en nombre n au dénominateur. Si mainte- 

m 

nant dans ( C ), on remplace u m par (i-f-x) n ;ou par 
son développement hypothétique et que l’on multi- 
plie de part et d’autre par b"=i+j:, on trouvera 


A+-xB x+ZC x’+4 D 
+A + 1 B -4 -ZC 


x 5 4-5 E | a:‘- 4 -elc. 
+4 D 


j . n , rn r , y ni -\ a . * 

= - + ~Ax + — Bx+ -Cx’y- — Z?jc -f-etc: 
n n n n n 


ai. 


Digitized by Google 



3a* CHAPITRE XX. 

de la comparaison des deux membres résultent, d’a 

près le principe (a56), ces déterminations 



La loi suivant laquelle ces coéfficiens dérivent les 
uns des autres, est facile à saisir; en sorte qu’on peut, 
sans calcul , former indéfiniment les valeurs de ces 
coéfficiens ; eu les reportant dans le développement 
hypothétique, on trouve enfin 


m "("-A 

it+x) i + -ïH * 

' ' n i.a 


se-oc-o 


i. a. 3 




i. ». 3. 4 


x -f- etc. 


développement qui ne diffère de celui de ( i +x) m , 
que par le changement de l’exposant entier m dans 

l’exposant fractionnaire 


Pour passer de l’exposant — à — — pour lequel 
nous poserons 

m 

(i-f-x) » —A'-y-Efx + Cx' + Ux* ■+■ etc.; 

il ne faut que changer m en — m dans l’analyse pré- 
cédente qui reste la même, en observant qu’alors 


la formulf 


lim __ yrn 

u n — 


se change en 


% 
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^ — m çf — m j / V m U m \ 

. U n V n lL ,n V m \U n — ■ V' 1 J 

i/m ym \ un _ yu / 

mais, dans l’hypothèse ^=.r qui donne v=«, on a 


« m ym m u m 


U n y* n U n 

ainsi, d’après (D) et (G), 

U — m y—m J m U m _ 

a 1 ” n u n 


m u—” 
n u n 


U n yn 

—A' 4 - itfx 4- ZCx' 4- etc. 
et comme ici 

m 

u—m=(i+x) " = i Ax 4- Bx' 4- Cx* 4- etc. 

d’où il résulte que u n =i4-x, on a l’identité sui- 
vante, savoir: 

171 W“~W 

(C ). . . .Al' + iBx + SCx' 4 -etc.= x 

' n u n 

qui ne diffère de (C) que par le signe de m; en 

sorte que les coéfficiens A\ B ,C , etc., seront corn- 

^ _ J n /V . « TTl 

poses en — —, comme A, d , c, etc. le sont en — • 

* 

Le développement de ( 14 -x)" ne peut être* ter- 

t 

miné, parce que le nombre retranché de — , dans 
chacun des facteurs, étant entier, la différence entre 
~ et ce nombre, ne peut jamais être nulle : même 
conclusion, à fortiori, à l’égard du développement 


de (n-x) 
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Nous offrirons de la formule du binôme, pour 
tous les cas de l’exposant, deux autres démonstra- 
tions remarquables, l’une par sa simplicité et l’autre 
par la nouveauté des considérations qu’on emploie. 

i°. En supposant d’abord l'exposant entier, nous 
poserons 

(i-\rX'Y n =i-\-Ax+Bx*-+-Cx , + etc.. . .(i), 
d’où l’on déduit en élevant au carré de part et d’au- 
tre, et ordonnant suivant les puissances de x , 

(i-t-x)* m =i-t-a Ax-\-4' | x’-4-aC I x 1 ■+■ etc.. . .(a); 
-t-aZ? | -\"aAB\ 

mais d’ailleurs 


remplaçant dans l’identité (i) la variable x par ax 
+x* , on aura ce second développement de (i 
savoir : 


( t -4-x) îm = I + 2Ax +A 

+40 


x’+40 

+8 C 


x 3 + etc (3). 


Iæs seconds membres des identités (a) et (3), don- 
nent 


3^=3^, A* ^-nBz=. A etc. 
d’où l’on conclut ces déterminations 


f __A ( A~i ) c A (A — i)(A — 2 ) 

.a * a. 3 ’ 

„c. 

a. 3. 4 


H reste à évaluer le coefficient A qui n’est pas donné 
par cette analyse. Or, A est une fonction de m, telle 
qu’elle devient double, quand pour m on écrit a m, 
ainsi qû’on le voit en passant de ( i ) à ( a ) : il est 
clair que m devenant 3»»,’ L \m , etc., le coefficient A 
deviendrait 3 A, ^A , etc. Posons donc 

A =o + bm -t- cm' -H dm 3 + etc. 
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a, b, c, etc., étant des coéfficiens indéterminés : d’a- 
près la propriété dont jouit la fonction A , il doit 
arriver qu’en changeant m en im , ou change A en 
iA t ce qui donne 

-iA—a + ibm -+- 4cm 1 -+- 8 dm' -+- etc. ; 


mais on a aussi 


iA—xa-t-îbm-+--xcm.'-\-idm' 4- etc.; 

or, ces seconds membres ne peuvent être identi- 
quement égaux, que sous les conditions a=o,c—o, 
d~o , etc. : il reste donc A = bm, et conséquem- 
ment 


B bm {bm — 1) ^ bm{bm — 1 )(bm — a} ^ 

a * a. 3 

en sorte que le développement (1) devient 

. , r mbimb — 1) 

( 1 -+-*)"«= 1 4-mA.r-t ^ — - — 'x' 4- etc, 

et il reste à déterminer b : à cet effet, on supposera 
m — 1 , hypothèse qui donnera 


l-H-ar 


a a. 3 


et il est clair que cette identité ne peut avoir lieu que 
pour b— 1 : donc A—bm—m. Reportant cette déter- 
mination dans les valeurs de B , C,Z), etc., ci-dessus en 
A, on retombera sur les coéfficiens connus. Cette 
démonstration est extraite d’un ouvrage ayant pour 
titre : Elementi dAlgebra di Pietro Paoli,P. P.delle 
mathematiche superiori, nell’ univers ità di Piza , tom. 1. 
Piza DDXCIV. Il est bon d’observer qu’elle s’étend 
au cas de l’exposant fractionnaire , tant positif que 

négatif. En effet, pour p-, les identités (x), (a) 


jr 


Digitized by Google 


3a8 


CHAPITRE XX. 


et (3), et la détermination A—bm=~ ont encore 
lieu, en sorte qu’on a 

p 

(i-4-x)f = !-+-£ ix-4- etc. .- 
« * 

or, en regardant les deux premiers termes du dé- 
veloppement comme un seul terme, et la somme des 
suivans comme un autre terme, et élevant de part 
et d’autre à la puissance q , on obtient (Chap. XI) 

(i -4-x/=( i -f -£bx) < ’ -\-q ( i -4- ?bx) p ~ '(etc.) -4- etc. 

? q 

c’est-à-dire , 

( 1 -4- xf = 1 -\-pbx-Jr etc. : 
or, pour p—i, on a 

1 -4-x= r -4 - ix-t- etc. 

• ♦ 

d’où b=i et conséquemment = ^- Lorsque m 

devient — ^ , on est conduit à ce développement 

(i-4-x) 7=1 — cix-f-etc.» 

? 

et par l’élévation à la puissance q, on obtient 
(1 -t-x) — 1 — />ix-4-etc. 
et pour p — 1 , on a 


(i+x)- 1 : 

d’ailleurs 


1 -4-x 


: 1 — bx - 4 - etc; 


i-4-.r 


-x-t-x* — etc. 


donc b — j, et conséquemment A—m = — -• 

a°. La démonstration suivante est due au célèbre 
Euler , auquel l’analyse a de si grandes obligations. 
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Pour m et n, nombres entiers absolus, on a ces 
développemens 

/. , « , m(m — i) m(m — i)(m — a) . 

( i-\-x )"» = i+mi+ — i -x'-\ i -L x ’ etc. 

a a. 3 

a a. 3 

dont le produit est 

2 

t (w+»)(w+«-i)(w+B-a) ^, t 

a. 3 

Si donc on pose 

(i +*)"=/(,») , (t +*> =/*») , 

/"étant un signe de fonction qui doit rester le même, 
en passant du développement de (i-+-a:) m à celui de 
(H-a?)", puisque celui-ci est composé en n comme 
le premier l’est en m , on aura cette propriété 

A m ) x/(«) =/(»*-»-«) (i), 

caractéristique de la fonction /", et qui consiste en 
ce que des polynômes tels que ceux qui sont re- 
présentés ici par/(m) et f(ri), étant multipliés entr’eux, 
donnent un produit composé en exactement 
de la même manière que chacun des facteurs , l’est 
en m ou en n. Si dans (i) on change de part et d’au- 
tre m en m+p , ce qui est permis, il viendra 
A m +P) x/{n)z=f(m-k-n-¥p), 
c’est-à-dire, d’après (i), 

/( m ) X/( n ) Xf(p) —f{ m+n+p). 

On pourrait encore changer m successivement en 
m+q, m-\-r , etc.; d’où on conclurait 

A™) X/(» *Ap ) */(?) . etc., j-+- etc.) 

quel que fut le nombre des fonctions multipliées en- 
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tr’elles : comme le premier membre est un produit 
indiqué et que le second est ce produit effectué, il s’en- 
suit que l’identité précédente aura lieu pour un nom- 
bre k de facteurs égaux entr’eux, et dont chacun 

serait / (j)* en sorte que 

Ki) x ^G) 

c’est-à-dire , 

[/ (J)]* =/(*). d '°«/(|) = LA *)]*' ; 


mais h étant un nombre entier absolu, on sait que 
/’(A)=(n-x) A ; donc 

S(j)=LA*)]î={'+*) ! * : 

h 

la notation du développement de (i-t-a;)*, étant 

. J (j^ > et le signe f qui indique ou qui révèle la 

forme du développement ou sa composition en ex- 
posant , n’ayant pas changé eu passant de ( i -+- *)* 

h 

bfi + xj*, on est mené à conclure que, pour pas- 
ser du premier développement au second , il ne faut 

que changer A en ^ , c’est-à-dire, m en ^ dans la 

formule (i-t- a/". 

. Passons au cas de l’exposant négatif : on a 




/(-»)= 


/(«) 


=(>+*) 


A-r'>=7Crr (,+ * ) 


— P 


e te. 


conséquemment 
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J\ — m )xA — n ) xA—p ). etc - = 


A m )xA n )x/{p) etc. 

I 


/(ire-f-n •+-/>-*- etc.) 

et par les mêmes hypothèses que ci-dessus 

I '/(ri)] = ^’ d ’ où/ (~^) = [ÂW =(I ^ )_i: 

h 

or, le développement de (i + x) * étant noté par 
'(ri)- on conclut qu’on le déduit de celui de 
( i x ) m , en changeant m en — 


a6a. Ces deux formules 


(. + *)"=«+** + 

n 


ïfü-.) 

** v ° -G 


i. a 


n \n J\n J i . 

.-.x + etc. 

n \n J . 


i. a. 3 

m 

( 1 - 1 -*) — 1 — — x + 


n 


1. a 


m fm \ cm \ 

(»***•) 


1 . a. 3 


x -+- etc. 


par la substitution de ±-en place de x, deviennent 

/ - r . « /£\ m(n — 

,m(n — m) ( in — ni) /'b\ * "1 

U? elc 'J 
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\fa™ 

_ w(»H-wXa«-(-//i) /^y Ti . 1 

i. a. 3 a 1 \aj J 


Pour approprier la première de ces deux formules aux 
applications numériques , nous l’écrirons comme 
il suit 


m 

a n 


[■ 


(a±*y = 


n a 


— P- 


n — m b 


“SS** 


a n — m b 
3 na 



p représentant le second terme — , q le troisième 

n — m b > 

p , et ainsi de suite. 

1 a na 7 

Qu’il s’agisse d’extraire la racine n ime d'un nombre 
qui ne soit pas une puissance de l’ordre n, on aura 
rn — i : cherchant la plus grande puissance exacte de 
l’ordre n, contenue dans le nombre proposé, et la- 
désignant par a ; l’excès du nombre sur a sera b : 
Si par exemple , on doit extraire , à un cent mil- 
lième près, la racine sixième de 65, on prendra dans 
65 le nombre 64 qui est le cube de 4 , et conséquem- 
ment la sixième puissance de a, et on aura 
• 

Va — i , £— 65 — 64= 1 ,m— 1, n = 6; donc 


V 65 = a 


[ 


I 


1 

6 x 64 


5 

p.—.p + q. 


ÿr-*] 


-= a[i -t-o,ooa6o4a — 0,0000169-1-0,0000003 — etc.] 
= a,oo5i75o etc. : • 

on s’est arrêté au terme 0,000000a, parce que le sni- 
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vant ayant plus de sept zéros à la suite de la virgule, 
ne peut influer sur l’approximation demandée. 

Il peut cependant arriver que le complément b au 
nombre proposé, de la plus haute puissance n ime con- 
tenue dans ce nombre , soit très-peu différent de a; 
^ ' 

• alors la fraction - diffère peu de l’unité , et la série 

ne converge pas assez rapidement, pour qu’on puisse 
s’en tenir à un petit nombre des premiers termes. 
Voici le moyen auquel on peut recourir dans ce 
cas. On prendra au moyen de la formule elle-mê- 
me , la racine n‘"“ du nombre proposé avec une pre- 
mière approximation de deux ou trois décimales; 
on élevera ce résultat à la puissance n, et on le 
prendra pour a; puis on fera b égal à F excès du 
nombre proposé sur a : alors b sera très différent 
de a ; en sorte que la série ordonnée suivant les 

puissances de - , sera très-convergente , et il suffira d en 

calculer un petit nombre des premiers termes. 

Proposons-nous, par exemple, de trouver la ra- 
cine cinquième de 161900 avec une approximation 
de douze décimales. On a (ii ) 5 = i6io5i ; donc a 
= i6io5i , 4=849, rn — t ,n = 5; substituant dans 
la formule 

* r m b -1 

(a+4)"=a"L , + *-5 + ,: ‘ c -J 

dont il suffira de calculer des deux premiers ter-* 
mes , on trouvera 

1/T57 9“=,' [ ' + - ra i!r]- ,, - 0, ‘ ; 

dont la cinquième puissance est 
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161931,37873*020728833=0, 


donc 

b=a — 161900=31 ,37873*020728832 : 

la substitution de ces nombres et de m— 1, n= 5 dans 
la formule précédente, donne 

5 

1/161900= 11,01 1673180339. 


a 63 . Ce qui précède nous conduit naturellement à 
parler de la formule de Haros , que cet habile calcula- 
teur m’a communiquée dans le temps. 

Représentons par a" + i un nombre quelconque 
dont on ait à extraire la racine de degré n , et 
posons 


Va n 4- b — a -\-q, d’où a" -t- £=(a- q)" : 
développant le second membre et retranchant a n de 
part et d’autre, il vient 


h—q\na n — v 


n{*— 1 ) 

. A . ' a*—* q 


»i(«— ■ )(«— a) 
' 1_ a. 3 “ 


- «te. J 


d’où l’on tire 
q — 


na' 


n(n — 1 ) n — a nln — i)(n — a) n — 3 , 

-——a q H rHs a + etc. 


a. 3 - 9 

si q doit être une fraction très-petite, ofi pourra né- 
‘ gliger vis-à-vis de na n ~‘ les termes multipliés par q , 
et on aura une première approximation de q, que 
nous désignerons par q\ en sorte que 

b 

^ na n — 1 

si l’on prend dans le dénominateur les deux premiers 
termes, on aura 

b i 

q 


x- 

na n — 1 


a+: 


q ’ 
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si dans le second membre, on écrit pour q sa première 
approximation et qu’on note par q la valeur cor- 
respondante de q , plus approchée que celle de q , 
on aura 


? = 
donc 


na" 


* na n 


^ a" ± b — a± q" — a ± - 


iab 

%na K {n — i )b 


iab 


ina n ±.[n — i )b 
Pour n = a et /» = 3 , cette formule donne 


V a' ± b —a t. 


: lab 

4 a' ±b 


: 


ab 

ôa 3 ±b 


Soit 4587364* le nombre dont on se propose d’ex- 
traire la racine cubique: on prendra le cube le plus 
approché en -dessus, parce qu’il diffère moins du 
nombre donné que le plus grand cube inférieur; 
en désignant ce cube par a 3 , on aura a 3 = 458827 ta, 
— £= — 9070, a — 358 : et la formule ci-dessus donne 


VS=^[— 5^]-=358 [— 

= 358 [ i — 0,0000659] 

= 358 x 0,9999341=357,9764078. 


Soit encore à évaluer : après avoir trouvé que 
cette racine qui revient à V / '^6666 eic. a pour ses 
quatre premiers chiffres 2,768 = 0, je carre ce nom- 
bre, ce qui donne a'= 7,661 8a4 qui ôté de 7,6666 etc. , 

donne pour reste b = o, 004776 : donc ^ 

= o,o# 086 a 58 a 34 o,et de là 


1 /~ = a ^ ^t——7 =2,768862 58 a 34 o- 

v a 4 a + b 
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264. Nous allons donner une série annoncée (217) 
au moyen de laquelle on peut calculer commodé- 
ment le logarithme d’un nombre. 

Le développement de ( i-\- b) m que nous venons 
de démontrer dans tous le cas de l’exposant m, jouit 
de cette singulière propriété que si on l’ordonne 
suivant les puissances de l’exposant m , le coeffi- 
cient de m offre le développement du logarithme de 
1 -4- b, suivant les puissances de b. En effet, si on 
effectue les opérations indiquées dans les coéfficiens , 
et qu’on groupe séparément les termes multipliés 
par m, m * , m 1 etc. , on trouvera 

(H-A)«=H- (b— 7 + | — «te. 

+ B m‘ -+- Cm 1 + etc. 


où B , C, D etc., représentent des suites infinies qui 
n’entreront pas en considération. Posons , k 


, r b' P P 

A — b h-* r+ etc. 

a34 


et examinons ce que deviennent, en même temps, 
(1 + b) m et m A, lorsqu’on attribue une suite de va- 
leurs à m : aux hypothèses 

m= o, =1 =2 =3 —k — 5 etc. 

répondent pour mA , ces valeurs 

o A , 1 A, *A , 3 A, 4 A, 5 A etc. 

et pour (i-+-Æ) m , celles-ci 

( I -h b)o, (, -t- by , (r -h b )' , (n- A/ , ( I -H i)‘ , (1 + *)* etc : 
mais de ce que les valeurs de mA forment une pro- 
gression arithmétique, quand celles de ( 1 -+- b ) m for- 
ment une progression géométrique, il suit de la dé- 
finition de logarithmes donnée (Arith. et Ch. XVI) 
que 

mA — l (1 + b) m = ml(i+b), 

d’où 


Digitized by Google 



ÉLÉMENS D’ALGÈBRE. 


/(i +B) = A=b- b l + b l - b l -}- etc». 


33? 

3 4 1 (n) 

l désignant logarithme pour une base qui n’est pas 
encore connue, et que nous noterons par e. Mais 
en posant i •+-£>=«, on a, démontré (aao) qu’il 
existe entre les logarithmes de n sur les bases a 
et e, la relation 

donc, en supposant a= io , et remplaçant n par 
i-f-A et In par son développement que nous venons 
d’obtenir, on aura 

log ( I +*) = J" [ h - ~ -(- y — ~ + etc. ] (A'). 

On observera que /. to serait donné par la série ( n ) 
en y faisant b = ÿ: mais d’abord nous chercherons à 
rendre les séries (n) et (N) convergentes. A cet effet, 
quant à la série (IV) , nous changerons b en — b , 
ce qui donnera 

l °s ('-*)- rh [“ b ~t ~ y - : t “ etc -]-W> 

» 

si de (N) on retranche (IV) , il viendra (ai4) 

'°ê (t=I)= t + t + " c - ]••••« 

Posant, 

i +b i , i 

1 = i H — , dou b= 

i — b n 2 /I -+- 1 ’ 

on aura par cette substitution dans (P ) , 
log =log (n+i)— log n = 


,-^r- 


1. ioLart + 1 
d’où 


3(2/14-1)* + 5(a/i-t- if 


î 4- etc 


•]> 


aa 
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log (/i 4 -i)=log/i 4 - 


1 . 1 o [2/1+ 1 3 (a/H- 1 ) 5 + 5(2/i-hi f e * C '] “ * * 

ÿ est visible qu’en opérant exactement de la même 
manière sur (n), on sera conduit à 

/(/14- i)=//i 4 - 

[a/î4-i + 3^2 /i 4- i) J *** 5(a/i-Hi) s + etC ]“''^' 


A l’aide de la série (q) , nous pourrons calculer 
/. 10 =/.24-1.5. D’abord pour n=i , la série ( q ) 
donne 

/a=a [3 + £3, +5j S 4- etc.], 
et pour n = 4, la même série donne 

/5 = a/24-a f- 4 - ô~~ 3 + -ë— 5 -f- etc. 1 : 

L9 3-9 5.g s J» 

si l’on réduit en fractions décimales un nombre des 
premiers termes de chacune de ces deux séries nu- 
mériques , nécessaire pour le degré d’approximation 
qu’on veut obtenir, et qu’on ajoute h à 15 , on aura 
/ro=a, 3o258 50929 94045 68401 11289 
d’où 

^=0,43429 443i9 o3a5i 82765 79914- 

J 

Connaissant le facteur de la série entre paren- 
thèses, dans le développement (Q) de log (/14-1) , 
laquelle est d’autant plus convergente que le nombre 
n est plus grand, on pourra calculer les logarithmes 
tabulaires, ou sur la base 10, de la suite des nom- 
bres premiers , 2 , 3 , 5 , 7 , 1 1 , r3 , etc. , et on 
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observera que lorsqu’on calcule le logarithme de n + 1 
on est censé avoir déjà calculé le logarithme de n. 
On conclut encore de (Ç) que la différence log (n-t-i) 
— lognque nous avons désignée (219) par S, est 
d’autant plus petite que le nombre n est plus graAd. 

Nous renverrons pour de plus amples détails à 
la seconde section de ce traité , dans laquelle on 
trouvera d’autres applications de cette méthode aux 
développemens de plusieurs autres fonctions, telles 
que a x , sin x, cos x , tang x, etc. en séries qui 
procèdent suivant les puissances ascendantes de la 
variable x. 


CHAPITRE XXI. 


Méthode pour trouver la valeur vraie des fractions 

QUI DEVIENNENT ^ DANS UNE SEULE HYPOTHÈSE. 

a65. Tout résultat tel que ~ donné par deux ou 

plusieurs hypothèses, annonce une indétermination, 
ainsi qu’on l’a vu (61,79,198,221,231,); mais lors- 
qu’il est dû à une seule hypothèse, l’expression qui 
l’a donné , admet une valeur unique qui est un 
nombre, zéro ou l’infini, comme on en a vu des 
exemples (61,171,203,249). Lorsqu’il est des casque 
certaines formules 11e peuvent représenter , on en 

est encore averti par ce symbole ^ , comme on le 

voit (249), et comme on le reconnaîtra (Chapi- 
tre XXV). On trouve (Cal. des fonctions 3 e édit.) 
cette remarque de Lagrange , qui n’avait pas été faite 

22. 
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3/,o 

avant lui : cette expression ^ est toujours le symp- 
tôme d’un changement de fonctions : c’est ce qu’on 
trouvera confirmé principalement dans les traités de 
calcul différentiel et intégral. 
a66. Soit une fraction m 

_ P(x — a 
^ Q(x — af 

dans laquelle P et Q sont des expressions en x, qui 
ne deviennent pas nulles pour une même valeur 
attribuée à x : cette fraction, en y faisant x — a , 

devient On observe cependant que suivant qu’on 

a l’une ou l’autre de ces trois relations 


m > n , m—n , m <n, 
la valeur de y prend l’une de ces formes 
P(x — a )' n —‘ * P ' P 

•T Q * ^ Q' ? Q k x — a) n ~ m 1 

et que , pour x=a, on a ces valeurs 

P P 

y= jr= - — oc- 


Ainsi , pour obtenir , dans chaque cas , la valeur 
vraie de la fraction , on serait naturellement conduit 
à chercher le plus grand commun diviseur entre 
ses deux termes, et après avoir divisé haut et bas 
par ce plus grand diviseur , on ferait l'hypothèse 
dansla fraction réduite : mais outre que cette mé- 
- thode est pénible , il est des cas dans lesquels elle 
n’est pas immédiatement applicable. L’analyse sui- 
vante , fondée sur la méthode des indéterminées, 
s’étend à toutes les formes de la fonction y. Soit 
donc 



fx 
Fx ’ 
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y et F désignant des fonctions ou des expressions 
en x qui deviennent uulles, en même temps, pour 
une valeur particulière x = a. Pour obtenir la va- 
leur vraie , on fera x = a+i dans /x et Fx, puis 
par la méthode du chapitre précédent, on dévelop- 
pera J\a+i), et F(a+i) suivant les puissances ascen- 
dantes de i, et on trouvera 

/(a+î)=.'A +Bl -t-etc. 

F(a+i)= A' + Bi+ Ci 1 + B +etc , 

les coéfficiens A, B , C, etc., A , B , C , etc., étant 
indépendans de i : or , en observant que , pour 
i=o, les fonctions non développées se réduisent 
àyâ = o, Fa = o, et que les développemens se ré- 
duisent le premier à A et le second à A' , on con- 
clura A = o , A' — o ; donc, après la division par i t 

f (a + i) B 4 - Ci +Di‘ 4 -Eû 4-etc. 

F(a+i) ~~ B 4- Ci+DC+E0+ etc” » 

faisons maintenant dans cette identité j = o, on 
trouvera cette valeur vraie 

/(a) _ B 
F(ù) B ■ . 

%s’il arrive que B et B' soient encore nuis tous deux 
en même temps , on supprimera ces quantités dans 
les deux termes du développement précédent qui, 
après la division par i, deviendra 

(û4i1 C4Û(4É(’4CtC. 

F(a+i) C 4- Di+ E i 1 4 - etc. * 

faisant de nouveau i—o, on obtiendra 

f[Q) _ C . 

F\d) C ' 

que si l’on a encore, en même temps, C—o , 
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on supprimera ces quantités dans le développement 
précédent qui , après la division des deux termes 
par i, et sous l’hypothèse i=o, deviendra 

f\a) ~ D 

Il n’est pas à craindre qu’on ait indéfiniment 
D—o et B —o, C=oet C= o, D—otlD — o etc. : 
car s’il en était ainsi , on aurait 

y (a -h») —o, F(a + Î) = o: 

or, ces équations ne pouvant être satisfaites que par 
un nombre déterminé de valeurs de i,et égal au degré 
de chacune d’elles en i , comme nous le démontre- 
rons dans un des chapitres suivans , il s’ensuit que 
la quantité i ne serait plus indéterminée ou varia- 
ble, comme le supposent les développemens ci-dessus 
d ef(a+i) et F{a + i) qui doivent rester vrais dans 
toutes les hypothèses faites sur i. Donc on parvien- 
dra tôt ou tard à la valeur vraie de ^?,qui sera un nom- 
bre, zéro ou l’infini : le premier cas aura lieu lors- 
qu’il y aura même nombre de coéfficiens^, B, C, etc. 
A', B\ C’ etc. qui deviendront nuis : le second, lors- 
qu’il y aura un plus grand nombre des premiers que^ 
des seconds qui s’anéantiront , et enfin le troisième, 

, lorsqu’il y aura moins des premiers coéfficiens nuis 
que des seconds. 

Il peut arriver , comme on le prouvera dans le 
calcul différentiel , que les développemens &ef\a 4 - i), 
F ( a -j- i ) soient de la forme 

/{a -f- i) ~Ai m + Bi n 4 - Ci P 4 - etc. 

F [a 4 - i) — A'i'f- 4-5'iv 4-C’/(*4- etc. 

/«, «,/> ctc.j(4,v,it etc. étant des nombres entiers ou 


Digitized b y Google 


ÉLÉMENS D’ALGÈBRE. 343 

fractionnaires, positifs ou négatifs, mais croissans : on 
aurait alors 

f{a -H C) Ai m -\-B i n -4- Ci p 4- etc. 

F{a + c) A iv- + B i-> C i* 4- etc: 

alors suivant qu’on aura m > (/, , w* = (/., m <jt,on 
divisera haut et bas par i>, par i m , ce qui donnera 
l’un de ces trois développemens. 

f{a + 1) A i m ~v- H- Bi n i* -f- etc. 


F(a + i) 
fa - 4 - i) 


A -+- Bù—v- + etc. 
J +Bi»— m +e te. 


F(a-hi)' 


A +>5Vv— m -f-etc. 
A +Bi\r~ "-i- etc. 
•-4-2»**- 


F(a-i-i ) Ap— n -t- B'ft— m -t- etc. 

où tous les exposans sont positifs : faisant mainte- 
nant i=o , pour en revenir à la valeur particulière 

x = a, et à la fraction ~ a - qu’il s’agit d’évaluer, on 

A A 

trouvera y=o, ou y — ou y= - = ». 

Nous allons appliquer cette méthode à quelques 
exemples. 

On sait (Chap. XV) que la somme de n termes 
de la progression par équi-quotiens, est 


i -4-x-4-x’ 


■+. jt"— « = . 


i — JC 


pour x= i , cette somme devient 

i + i + i + + i = n ; 

cependant , dans ce cas , le terme sommatoire se 
produit sous la forme - : pour obtenir sa valeur vraie, 

on fera x = a-{- i= i *, et on aura, d’après la for- 
mule du binôme, 

W .] 

*— (*- 4-0 - — i 
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réduisant, divisant haut et bas par i et faisant i=o, 

pour en revenir à x=i , on trouve-^— = n. 

i — x 

Reprenons la fraction 

b\c — \Jcd) 

x— -j — 

c — a 

trouvée (249) et qui devient pour c=d. On fera, 

conformément à la méthode , c = d 1, d’où résulte 
b[d-\-i—\Jd'~dT\ 

X == J 

i 

or, d’après ce qui a été démontré (261), on a 

di — d 7 (d-+- i) 7 = d-+- t i -+- P i' Qi * -t- R i* -4- etc : 

substituant cette valeur dans celle de a: , et réduisant, 
il vient 

x = b [x — * (P-h + etc. ) ] ; 
faisant 1 = 0, la valeur de x se réduit à 

b 

*=;, 

résultat obtenu (n° cité) 

Passons à un autre exemple. La fraction, 

{x'—a'ÿ 


( x — aÿ 

devient encore - pour x~a: par la substitution de 
a-k-i pour x, elle se change en 
(aar-t-i*)* 


(aa-t-i)* > 


i* 


posant i—o, pour en revenir à x = a, on trouve 

2 . 

y— (2 as- 
soit, en troisième lieu, la fraction 
\/ x-’-V' a- 4 - 

r= j7= 
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dont on demande encore la valeur vraie corres- 
pondante à x = a , supposition dans laquelle y — 
Sous l’hypothèsè .r — a-f-J, le numérateur devient 

fit 

— V'a- 1- v'i = — fl’ > 

i 

= »• H — 77-+ etc, 
a l/a 

et le dénominateur 

W'ïjâô+ï) =i T (aa-H') v = (aat) 7 + ^ ^ = 4- etc: 


en sorte que 


J (a-t-i) <* a 

A i t 7 


etc. 


(aa)* i* + 


l-H 


i* 


a Va 


. a V^aa 


etc. 


etc. 


^a à)‘ 


a l^aa 


etc. 


après la division des deux termes par i : posant 
maintenant i=o, on a 

/» _ » 

f\a) (aa)* 

Qu’on ait eniin à évaluer la fraction 
nx”-*-' — (n+ i)x"-+- 1 
r “ (-*+!)• 

qui est le terme sommatoire de la suite 

i +.ax-4-3x* +4x 5 + +nx»-< 


et qui devient - pour jc= i : on fera donc z= t-fi 
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dont la substitution donnera 

n — (iM- i)-+- 1 [n(rH-i) — n(n+i)]t 

i* + i' m 

r«’fn+i) — n(n ' — i)]i* 

— -t-etc: 


les deux premières fractions étant nulle» d’elles- 
mêmes par les coéfficiens de i , on les supprimera : 
réduisant les termes suivans et faisant i=o , on 
tombe sur cette valeur vraie de la proposée, savoir 

7i’(n-+-0 — n{n' — i) n(n-+-i) 

a a * 

somme de n termes de la suite par différences éga- 
les, i-+-a+3+4+ • • • .+/i, laquelle est la proposée 
pour x= i. 

Si l’on a le produit 

jr=P*Q t 

P et Q étant des expressions en x , et qu’une cer- 

N 

taine valeur de x donne P=o, Q= — , on fera 

o ’ 


R= — d’où Q— i : d’après cela, et en obser- 
(J R 

vant que /J=o, on a 


jr~PX.Q = 

% 

pour la même valeur de x. 
Supposons enfin 


R 


y —P — Qi 

P et Q ayant même acception que ci-dessus : si 
pour une même valeur de x, chacune des fonctions 
P et Q devient infinie, nécessairement si elles sont 
algébriques, c’est-à-dire, si elles ne renferment pas 


/ 
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de logarithmes , d’exponentielles , de lignes trigo- 
nométriques , etc. , P et Q seront des fractions dont 
les dénominateurs deviendront nuis dans l’hypo- 
thèse actuelle : si on les réduit au même dénomi- 
nateur, et qu’on ajoute les deux fractions, on en 
aura une qui, pour la même valeur de x , deviendra 

^ et dont on sait assigner la valeur vraie. 


CHAPITRE XXII. 


De la. composition «es équations numériques. 

367. En traitant (Chap. XIV, 6 e Quest.) la ques- 
tion générale des annuités, et en supposant connus 
le capital , l’annuité et le nombre des années , au- 
quel cas il restait à découvrir le taux i de l’intérêt, 
nous avons été conduits à cette équation générale , 

jifr+Bù*—'- *+Di *~ *+ +F=o; 

d’une autre part, parmi les solutions comprises dans 
les tableaux qui terminent le dix-neuvième chapi- 
tre, on rencontre encore des équations d’un degré 
quelconque. Qu’on se propose par exemple, de re- 
trouver le module du système de numération dans 
lequel le nombre 1730 écrit dans le système dé- 
cimal, est figuré par 5 oai : en désignant par * la 
base ou le module inconnu de ce système , on aura 
(G 3 , 80, 108 et 109) l’équation 

5x’ +ox' + 1 — ifto : 

et on conçoit que de telles questions peuvent con- 
duire à des équations de tous les degrés. 
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268. Pour conserver la notation adoptée , nous 
continuerons à représenter l’inconnue par x , et en 
supposant que la plus haute puissance de x soitm, 
auquel cas l’équation est dite du degré m (195) , 
nous aurons ce type général des équations de tous 
les degrés 

x m -\-Àx m — l + Bx m — *+Cx m — 5 + -t-Tx+F—o...(i): 

m étant un nombre entier absolu, et A, B , C..... T , F, 
des nombres entiers dont les signes peuvent être 
quelconques. Ici nous supposons que la plus haute 
puissance de l’inconnue, soit positive et qu’elle ait 
pour coefficient l’unité , parce que , comme nous 
le verrons (Cbap. XXIII), on peut toujours ra- 
mener l'équation à cet état, les autres coéfficiens 
restant des nombres entiers : lorsque l’équation est 
complète, les coéfficiens A, B... F sont en nombre m. 

2G9. Nous avons déjà défini racine d’une équa- 
tion tout nombre qui écrit en place de l’inconnue, 
réduit le premier membre à zéro, c’est-à-dire, 
l’équation à la forme 0 = 0, bien entendu que tous 
les termes soient transposés dans un seul membre. 
Résoudre une équation , c’est en trouver les racines: 
ces racines peuvent être assignées exactement, lors- 
qu’elles sont commensurables , ou par approxima- 
tion, lorsqu’elles sont incommensurables : lorsqu’une 
racine est exacte , elle réduit rigoureusement le pre- 
mier membre à zéro ; lorsqu’elle n’est qu’appro- 
chée , elle donne un résultat peu différent de zéro, 
et d’autant plus petit que l’approximation est plus 
grande. 

270. Théorème I. Si un nombre a (*) écrit en place 


(*) a représente la valeur numérique de la racine, y compris le 
signe, en sorte que si le polynôme est réduit à zéro par —7, la 
lettre a représentera —7. 
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de x dam ( i ) , satisfait à cette équation , c'est-à-dire, 
s’il réduit rigoureusement le premier membre à zéro, 
ce premier membre sera exactement divisible par 
x — a. 

Désignons par X le polynôme qui forme le pre- 
mier membre de l’équation (i) : on pourra toujours 
pousser la division de X par x — a , jusqu’à ce qu’on 
parvienne à un reste R indépendant de x , puisque 
le diviseur x — a est du premier degré en x, en sorte 
que représentant par Q le quotient correspondant , 
on aura (a54), l’identité 

X = Q(x — a) + R ; 

or, l’hypothèse x = a, réduit le polynôme X à zéro, 
et la même substitution donne Q(x — a)=o; mais d’ail- 
leurs R est indépendant de x : donc 
R — o, 

d’où on conclut que la division se fait sans reste. 

Il est clair que cette conclusion n’a plus lieu , 
lorsque a n’est pas une racine , parce ou’alors le 
polynôme X n’est plus réduit à zéro par x = a , et 
qu’il devient en a ce qu’il était en x : mais comme 
on a toujours Q(x — a)=o , il s'ensuit que 
(d)=R, 

(><) désignant ce que devient X pour x — a. On 
peut donc composer le reste de la division du po- 
lynôme X par x — a , sans effectuer cette opération. 

Réciproquement, si le premier membre dune équa- 
tion dont le second est zéro , est exactement divisible 
par x — a , le nombre a est une racine. 

En effet, on a, dans cette hypothèse, l’identité 
X=zQ(x—a), 

qui, pour x = a dans le second membre, donne 
X — o. Donc a est une racine. 


« 
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Que si le polynôme X n’est pas divisible par x— a, 
comme alors on peut toujours parvenir à un reste 
indépendant de * et que nous désignerons par R , 
on aura l’identité 

X- — Q(x — a ') + R , 

en sorte que, pour x=a, on obtient 

0 *)=:/?, 

{A) étant composé en a exactement de la même ma- 
nière que X l’est en x. 

D'Alembert est le premier qui ait démontré le 
principe précédent d’une manière rigoureuse; nous 
allons en donner, d’après Lagrange , une démons- 
tration aussi exacte, mais plus complète, en ce sens 
qu’elle prouve non-seulement que la division doit 
réussir , mais eucore quelle réussit actuellement et 
généralement. 

Le nombre a étant toujours une racine en nombre 
et en signe, donnera par sa substitution dans (i), 

a m +Aa m —*+Ba m —*+Ca m —*+ -*-7’a+A r — 0 ...(a); 

d’où l’on déduit 

V— — (a m +Aa m — l + Ba m ~ i -+- J'a)....(3) : 

substituant cette valeur pour V dans (i), et effec- 
tuant les réductions , il viendra 

(x™ — a m )+A(x m — 1 — a m B{x m — i — a m — ») + 

+ T(x—a)=o ( 4 ); 

résultat auquel on parviendra plus brièvement en 
retranchant (a) de (i), membre à membre ; or, 
comme (a) n’est autre chose que o — o, il s’ensuit 
que l’équation (4) est identiquement la même que(i). 
Mais m étant un nombre entier, on a démontré 
(a5q) que. 
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x m — a m — ~ 

(as — o)^- 1 +ax m - i +a'x n ~ i + -t-a»*— *] ( 5 ) 

on a pareillement 

x* * — 1 — a m — * — 

(x — a) \x m ~ y + ax m — i + a ’ x m ~ i + +a m ~ r ] (6) 

x m — ® — a m — * = 

(x — a)[x m ~ 3 +ax m —*-ha'x m — s + +a m ~ 3 ] (7) 

etc. 

Remplaçant dans ( 4 ) x m — a m , x m ~ l — a m ~ l etc., par 
les décompositions ( 5 ), (6) , (7), etc., on aura 

X—(x — a)[x m — t + J 4 ’x m — *-\-Bx m ~ i + -4-7'] (8), 

les coéfficiens A ' , B ' , C'..... T étant 

A ■ — A 

B = a'-\-Aa-\-B 
C = cl 1 


T—a n — l -{-Aa' n -*+Ca m — i + + T: 

d’ailleurs la décomposition (8) a été trouvée par une 
autre voie (a6o’l, dans l’hypothèse de x — a diviseur 
de X , qui revient à celle de a racine. 

Qu’outre le nombre a, il existe un autre nom- 
bre b différent de a qui satisfasse encore à l’équa- 
tion (1); l’hypothèse x—b réduira nécessairement 
à zéro, le second nombre de l’identité (8), et con- 
séquemment elle rendra nul le polynôme 

x m —‘+Ax m — 1 + T = X; 

et on prouvera comme précédemment que 
X'—(x — b)[x m ~*+A'x'*~ i -{-B'x m — *+.... 4-5"].... (9) 
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les coéfficiens A" , B" S' étant 

A' = b+A 
B'=b'+Ab+B 

C = b'+Ab'+Bb+C 

* 

• I 

S' = b m ~*+Ab n — i +Cb m ~ 4 -J- 4 - 5 ; 

en sorte que 

X—(x — a)(x — b)[x m —*-\-A'x m — i +B"x m — l >-\- 4-5']. 

En continuant le même raisonnement , on prouvera 
que si c, d,f, etc. , sont d’autres racines de l’é- 
quation (i), inégales entr’elles et différentes de a 
et de £, le polynôme X sera divisible exactement par 
le produit 

t • 

(x — a)(x — b)(x — c)(x — d)(x—f,) etc. 

Lorsque £ = a, le second membre de (8) devient 
nul, à la vérité, par le facteur x — a qui devient 
alors b — a=a — a ; mais comme le second facteur 

x m— 4- T—X devient nul, sous la 

même hypothèse , d’après (g) , puisqu’il renferme 
le facteur x — b qui devient b — b , on voit que le ca* 
de plusieurs racines égales ne modifie en rien l’ana- 
lyse précédente. Au reste, lorsque deux racines sont 
égales , on peut toujours supposer qu’il existe 
cntr’elles une différence qu’on égale à zéro dans le 
résultat du calcul : en sorte qu’icion ferait b=a-\-i, 
puis dans (9), on supposerait i=o, ce qui ramè- 
nerait à b=a. 

Le nombre a n’étant plus racine, on n’aura plus 
l’équation (a); en sorte que l’équation (4) et les con- 
séquences qui en résultent, cesseront d’avoir lieu. 

27 t. Théorème II. Le produit de deux ou de plu- 
sieurs facteurs simples tels que x — a, x — b, x — c, etc., 
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ne peut être divisé exactement par un facteur simple , 
qu autant que ce facteur est un de ceux qui ont con- 
couru à former le produit. 

Soient M etvV deux facteurs algébriques dont le 
produit MN , soit divisible par x — a : je dis que 
l’qn, au moins, de ces facteurs, sera divisible par 
x — a. En effet, soit exécuté, autant que possible, la 
division de M par x — a ; le reste R ne contiendra 
plus x , et on aura (270) 

M= P(x — a)+R ; 
sous la même condition , on aura 
IV—Q(x — 

S ne renfermant plus donc 

MIV—P()(x—a)‘+(QR+PS) (x—a)+RS. 

Or, puisque MN est divisible par x — a , il faut que 
RS soit nul ou divisible par x — a ; mais R et S ne 
renfermant pas x , la seconde condition est impos- 
sible; donc on doit avoir RS = o , d’où 5=o ou 
S=o. Ainsi la division par x — a soit de M , soit 
de N , doit se faire exactement. 

Coroll. I. Il suit de là que si une formule algé- 
brique, est le produit de plusieurs facteurs simples 
x — a , x — b , x — c , etc. , et qu’un facteur simple 
x — h divise exactement ce produit , ce facteur x — h 
est identique avec quelques-uns des facteurs x — a, 
x——b , x — c , etc. 

Coroll. II. Si le premier membre de l’équation 
X=o, est une fois décomposé en m facteurs sim- 
ples , on ne saurait le décomposer en m facteurs 
simples différens des premiers ; il est donc possible 
qu’une équation du degré m , ait m facteurs simples 
ou m racines ; mais elle ne peut en comporter un 
plus grand nombre. 
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Remarque. Le corollaire premier peut encore être 
démontré directement, c’est-à-dire, indépendam- 
ment du théorème. Tout se réduit , en effet , à 
prouver l’absurdité de cette prétendue identité 

(x — a)(x — b)(x — c) (x — r)= 

(a:— a) + T] 

qui, pour a; — a, devient 

(a — a)(a. — b)(a — c) (a — r) = 

(a — a )[a™— 7']=ro 

d’où l’on conclurait que le produit d’une suite de 
nombres tous différens de zéro, est égal à zéro. 

27 a. U résulte de ces deux théorèmes i° quun po- 
lynôme est exactement divisible par chacun des fac- 
teurs simples correspondans à chacune des racines ou 
des valeurs de P inconnue ; a° qu'une équation peut 
admettre un nombre de racines , égal à son degré , 
mais qu'on ne peut en supposer au-delà ; 3° que la 
décomposition d un polynôme en fadeurs du premier 
degré , se réduit à la résolution d’une équation J or- 
mée de ce polynôme égalé à zéro; 4 ° que si ion 
découvre d'une manière quelconque la substitution à 
faire pour une lettre dans un polynôme , à l'effet de 
le rendre nul, cette lettre moins la quantité substituée , 
sera un diviseur exact du polynôme : nous ferons de 
ce dernier principe un fréquent emploi dans r un des 
chapitres suivons (*). 


(*) Soit N un nombre entier quelconque écrit dans le sys- 
tème de numération dont a est 1a base : concevons qu’on ait 
partagé ce nombre , en allant de droite à gauche , en tranches 
de m chiffre* , chacune , sauf la dernière de gauche qui pourra 
en avoir moins; et soient , en allant aussi de droite à gauche, 
, J t , A t , A ces tranches considérées comme autant 
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273 . Jusqu’ici nous avous supposé les racines, et, 
pour chacune d'elles, nous avons conclu l’existence 
d’un facteur ou d’un diviseur formé de l’inconnue 


de nombres isolés : on aura 

-k-À a rn -t-A a? ,n -+-A etc. 

o t w » S 

équation qui peut être mise sous les trois formes suivantes 


jf, (1) 

Nz=A , (a m — 1 )-+-A , (a 5m — 1 \+-A , ^ m ■ — 1 Y+- etc. 

,-\-A ,-\-A,~ t-ctc (a) 

Nz= A , (a m -f- 1 \-\-A , [a ™ — 1 ) +A , (a 3m -f- 1 )-*- etc. 

-cic.)— (A t +A t +A ( 3 ). 


Ou observe que la première partie du second membre de (i), est 
divisible par a m ; que celle du second membre de (a) est divisible 
par a' n — t , puisque l’hypolhcse a m — l=o, qui donne rf* m =i , 
a 3 m_ | e(Cij en an éantit tous les termes; enfin que la première 
partie du second membre ( 31 , est divisible par «"M-i , parce qu’en 
effet de a m -4-i — o , on tire a m — — r , a’ m = i,n îm = — i etc. 
De là on tire ces conclusions par rapport à tout système de 
numération. 

l° Le reste de la division d’un nombre quelconque, par un divi- 
seur quelconque de la mr me puissance de la base du système, est 
le même que celui qu’on obtient, en divisant sa première tranche 
de m chiffres à droite, par ce diviseur. 

a° Le reste de la division d’un nombre quelconque, par un diviseur 
quelconque , qui soit le plus grand nombre de m chiffres, est le meme 
que celui qu’on obtient, en divisant la somme de set tranches de 
m chiffres, par ce diviseur. 

3 ° Le reste de la division d’un nombre quelconque , par l’un 
quelconque des diviseurs de la m tme puissance de la base, augmen- 
tée dune unité, est le même que celui qu’on obtient en divisant 
par le même diviseur, la somme des tranches de m chiffres de 
rangs impairs , moins la somme des tranches de m chiffres de 
rangs pairs. 

Si l’on suppose m = 1 , on retombe sur les caractères connus 
de divisibilité par a, 3 , 5 , q , 9, 11 (Chap. VIH.) 

. a3. 
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moins la racine. Nous allons maintenant , et d’apres 
Lagrange , présenter la chose d’une manière inverse. 
L’esprit du calcul algébrique , dit cet illustre géo- * 
mètre , qui est indépendant de valeurs particulières 
qu’on peut donner aux quantités , permet de re- 
garder tout polynôme x m +Ax" , ^- 1 -i-Bx m — *+... .-t -f r , 
comme formé du produit d’autant de facteurs sim- 
ples qu’il y a d’unités dans l’exposant m du degré 
de ce polynôme , considération qui fournit cette 
identité 

x m -\-Ax m — * » 4 - ..-t -F—{x — a)(x — b)(x — c) etc. 

laquelle doit avoir lieu indépendamment de toute 
valeur de x. C’est uniquement dans cette transfor- 
mation des polynômes que consiste la théorie des 
équations. Les relations que nous allons découvrir 
entre les coéfficiens A, B, C , etc., et les quantités 
a, b , c, etc. qui représentent des valeurs numéri- 
ques, y compris les signes convenables, constituent 
les propriétés générales des équations. Lors donc 
qu’ôn fait l’hypothèse précédente, il reste à déter- 
miner les quantités a, b, c, etc., ou les seconds 
% termes des facteurs, d’après la condition que l’iden- 
tité posée ait lieu. Ainsi, dans cette analyse, on sup- 
pose les facteurs et on conclut les racines. Si l’on ef- 
fectue les multiplications indiquées, et que l’on com- 
pare les coéfliciens des mêmes puissances de x (a56), 
on aura ces relations 

(i °)...A— — (a + b + c-bd+ etc.) 

(a°)...2?= ab + ac + ad + etc. 

4- bc -+- b d -t- etc. 4-«/4- etc. 

(3 °)...C = — {abc 4- abd-\- t\c.+acd+ etc. 4 -£a/-t-etc.) 


= ±. abcd etc. 
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V ayant le signe -f-, lorsque m est pair, elle signe — 
dans le cas contraire. 11 reste maintenant à déter- 
miner ces quantités a, b , c, etc. : à cet effet, on 
. multipliera (i°) par a"*— 1 , (2°) par a”—*, l’avant- 
dernière équation par a, et faisant la somme de ces 
produits et de (/n°), on trouvera 

— a m ==Aa n ~ 1 -4- Ba m ~* 4- Ca m ~ 3 4- -4- V y 

c’est-à-dire, 

a m + Aa m ~ * + Ba m — »- 4 - C’a'"— 3 -I- -\-F=o. 

Si on traite les mêmes équations par rapport à A, 
c, etc., exactement de la même même manière qu’on 
vient de les traiter par rapport à a, on parviendra 
à ces résultats * 

b™ +Ab m —'+Bb m —*-+- Cb m — 3 - 4 - .... -t- V —o 
c m -4- Ai. ?»— * -+. Bc m ~ 2 -4- Ce”»— 3 4- .... -4- o 
etc. 

mais ces équations ne sont autres que la proposée 
dans laquelle on aurait écrit successivement a, b, 
c, etc., pour x. Donc ces seconds termes a, Æ,c, etc., 
sont autant de racines, et il reste à démontrer qu’elles 
existent. 

Nous croyons utile de répéter cette analyse sun 
une équation d’un degré défini, telle que la sui- 
vante 

x 3 - 4 - Ax' + Bx + C— o : 
en supposant l’identité 

x 3 - 4 - Ax 1 -4 - Bx - 4 - C~ (x — a)(x — b)(x — c) , 
on trouvera 

A— — a — b — c 
B — ab + ac-t-bc 
C= — abc. 
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Or, d’après le procédé indiqué précédemment, on 
passe de ces équations aux suivantes. 

Aa'~ — a 3 — ba' — ca' 

Ba = ba' -+- ca' -+• abc 
C — — abc , 

dont l’addition donne 

o’ -\-Aa' +Ba-\~C=o (i). 

On trouverait de meme 

b' + Ab' -{-Bb + C—o . . . .(a) 
c 1 + Ae' -\-Bc+C=o . . . »(3). 

Nous ferons sur cette analyse une remarque à la- 
quelle il est nécessaire de s’arrêter. Lorsque des in- 
connues entrent exactement de la même manière 
dans des équations, en sorte qu’en changeant l’une 
quelconque de ces inconnues dans une autre , et ré- 
ciproquement, les équations ne changent pas, il ar- 
rive que, pour passer de l’équation finale qui donne 
l’une des inconnues, à celle qui donne l’une des 
autres, il suffit de changer dans celle-là, l’inconnue 
qu’elle contient dans la seconde. C’est ce que mon- 
trent, en effet, les équations (ij, (a), (3), toutes 
composées de la même manière et convertibles les 
unes dans les autres, par le changement de a en A 
en c et réciproquement ; et comme alors, pour par- 
venir à chacune de ces équations finales, on opère 
de la même manière sur des équations symétriques 
en a, b , c', ces inconnues doivent être déterminées 
toutes trois, en même temps, par l’une quelconque 
des trois équations finales , parce que les trois ra- 
cines qu’elle fournit, ne pouvant convenir exclusi- 
vement à aucune de ces quantités a , b, c, doivent 


Digitized by Google 


ÉLEMENS D’ALGÈBRE. , 369 

se partager entr’elles , c’est-à-dire, devenir l’une 1§ 
valeur de a, l'autre celle de b, et la troisième celte 
de c. 

Des relations (i°) , (a°) , ( 3 °) .... (m°), on tire ces 
conclusions importantes et fondamentales, i° le coef- 
ficient du second terme de toute équation complète , 
pris en signe contraire est la somme de toutes les ra- 
cines, a 0 celui du troisième terme, pris avec son signe, 
est la somme des produits différens de toutes les ra- 
cines multipliées deux à deux ; 3 ° celui du quatrième 
terme , pris en signe contraire, est la somme des pro- 
duits différens des racines multipliées trois à trois, etc. 
Le coefficient de T avant-dernier terme , pris avec son 
signe, lorsque l équation est de degré impair , ou en 
signe contraire, lorsque F équation est de degré pair, 
est le produit des racines m — 1 à m — 1 . Enfin , le 
dernier terme, pris en signe contraire, lorsque l équa- 
tion est de degré impair , ou avec son signe, lorsque 
f équation est de degré pair, est le produit de toutes 
les racines. 

D’où il suit que Lorsque [équation manque du se- 
cond terme, la somme des racines positives est égale 
à celle des racines négatives ; que si le dernier terme 
manque dans une équation , l une des racines est né ■ 
cessairement nulle , et réciproquement , si [une des 
racines est nulle, [équation manque du terme tout 
connu. Eu effet, une équation ne peut être satisfaite 
par x=0, qu’autant que tous ses termes sont mul- 
tipliés par x. 

27/4. Ainsi, à l’égard d’une équation du degré m, 
si l’on suppose des racines en nombre m , et on ne 
peut en supposer un plus grand nombre, on con- 
clut pareil nombre de facteurs binômes. Que si l’on 
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part de ces facteurs en nombre m , parce que leur 
produit prend la forme du premier membre, et qu’on 
veuille en calculer les seconds termes, on retombe 
sur la difficulté qu’on voulait éluder, c’est-à-dire, 
qu’on est ramené pour évaluer chacun de ces seconds 
termes, à résoudre une équation exactement la même 
que la proposée, ou à démontrer qu’il existe soit 
un nombre, soit un symbole particulier qui rend 
nul le premier membre de la proposée. On prouve 
bien que par la multiplication de plusieurs binômes 
simples, on forme une équation de tel degré qu’on 
veut, mais on n'a pas fait voir, comme l’observe 
Castillan , qu’une équation dont le premier mem- 
bre est formé par la multiplication de plusieurs bi- 
nômes simples, peut avoir tels coéfficiens qu’on veut 
en nombres et en signes. On a bien démontré (a44) 
qu’en supposant à l’équation du second degré une - 
racine , il en existe une seconde : on prouverait de 
la même manière que lequation du troisième de- 
gré comporte encore deux racines, si on lui en sup- 
pose une, et ainsi de suite. Ainsi l’existence d’une 
racine est à démontrer (II e sect., chap. I), et jus- 
qu’ici cette proposition n’est qu’une vérité de fait, 
puisqua l’égard de toute équation numérique, on 
parvient toujours à assigner une racine, comme on 
le verra dans les chapitres suivans et dans la se- 
conde section de ce traité. 

Il peut arriver, ou que toutes les racines de 
l’équation 

x m -t-y/as'"— ‘ +Bx m —*- 4-. . . .-\-Tx-\-V-o, 

ou que quelques-unes seulement résolvent la ques- ' 
tio.n , quoique toutes réduisent l’équation à la forme 

O — O. » 
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Probl. I. Trouver le nombre qui , retranché treize 
fois de son cube , donne le reste 12. 

Cette question conduit à l’équation 

x 1 — 1 3 x = 1 2 , d’où x 3 — 1 3 x — 12 —p , 


qui comporte les racines commensurables X — 4 » 
x = — 1 x = — 3, qui résolvent l’équation et la 
question , puisque ces trois valeurs de x jouissent, 
au même degré de la propriété énoncée. 


* Probl. II. Déterminer la hauteur x d un segment 
sphérique dont le volume serait 8 , 3376 et qui ap- 
partiendrait à une sphère d'un rayon r= 3 . 

On sait que le volume d’un segment est égal au 
volume du secteur correspondant, moins celui du 
cône : or, en désignant par « le rapport du dia- 
mètre à la circonférence, et par R le rayon de la 
sphère , on sait que }%R'x représente le volume du 
secteur , et que le volume du cône correspon- 
dant qui a IA Kr—xx pour rayon de sa base, est 


a (2 Rx — xx ) 


(R—x) 


donc , d’après la condition 


\ 


de l’énoncé, 


jnR'x — \t:(zRx — xx)(R — ») = 8,3376 : 


remplaçant R et ir par leurs valeurs , cette équation 
revient à 

x J — 9 x’ + 8=o, 

qui a pour racines x=i,®=8, 89 8989899, x— 
— o, 89 89 89 899 dont la première seule résout la 
question; car la substitution de chacune des deux 
dernières, dans l’expression V iRr — xx du rayon de la^ 
base du cône, la rend imaginaire : cependant ces 
deux dernières racines résolvent l’équation, c’est-à- 
dire, qu’elles la réduisent à la forme 0=^0. 


/ 
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Probl. 111 . Trouver la hauteur d'un segment de 
sphère dont le rayon = 3 , et le volume = 1000. 

Cette question visiblement impossible , conduit à 
l’équation 

x’ — 9x’ + 954,8 = o, 

dont les racines imaginaires sont les seules qui con- 
viennent à la question, puisque la seule racine réelle 
— 7,6, etc., ne peut lui appartenir : cette racine 
ne peut convenir qu’au sens littéral de l’équation., 

376. 11 y a donc lieu à distinguer deux sortes de 
questions : les unes sont, en quelque sorte, abs- 
traites , en ce sens quelles reviennent à trouver un 
nombre tel que des multiples donnés de ses puis- 
sances, combinés entr’eux par voie d’addition et de 
soustraction, fassent une somme nulle; tel est le sens 
littéral de toute équation considérée indépendam- 
ment de la question qui l’a donnée , et qu’il faut 
distinguer du sens vrai donné par la question , le- 
quel est moins général que celui-là : en effet, 
sous le sens littéral, l'équation x — 9x’ + 8— o, ad- 
met véritablement les trois solutions x=i, x== 
8,8y etc.,* = — o, 89, etc., c’est-à-dire, que chacun 
de ces trois nombres jouit de la propriété que son 
cube diminué de neuf fois son carré et augmenté 
de huit, donne zéro; tandis que la condition ou la 
v propriété géométrique qui est la question concrète , 
n’admet que la solution x = 1. Dans le problème 
troisième, les racines imaginaires ainsi que la racine 
réelle, conviennent à la question de nombre, qui 
est la traduction littérale de l’équation; mais en pas- 
sant à la propriété géométrique qni est impossible, 
les seules racines imaginaires sont admissibles. 
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CHAPITRE XX1I1. 

Transformation des équations ; évanouissement des 

TERMES INTERMÉDIAIRES; THÉORÈMES SUR LES RACINES. 

277. Les théorèmes démontrés dans le chapitre 
précédent , supposent que la plus haute puissance 
de l’inconnue a pour coéfficient l’unité, et que tous 
les autres coéfficiens sont des nombres entiers po- 
sitifs ou négatifs : il est donc nécessaire de démon- 
trer que toute équation peut être réduite à cet état : 
d’une autre part , il est naturel de penser que , sous 
le même degré , la résolution d'une équation sera 
d’autant moins laborieuse que son premier membre 
renfermera moins de termes ; en sorte qu’il con- 
viendra de chercher à réduire , autant qu’il est 
possible , le nombre des termes d’une équation. 
Comme les coéfficiens d’une équation, sont (273) 
des fonctions connues des racines, on conçoit que 
ces questions reviennent à modifier convenablement 
les racines de la proposée : à cet effet , en repré- 
sentant par Fx—o l’équation proposée, on la trans- 
formera en une autre dont les racines aient avec celles 
de Fx = o, une relation exprimée par f[x,jr)=o , ce 
qui revient , en général , à éliminer x entre ces 
deux équations. Au lieu de se donner f[x,ÿ) =0,011 
a souvent pour but de déterminer cette relation de 
manière à satisfaire à certaines conditions. Nous 
allons éclaircir ces généralités. 

278. En supposant l’équation complète 
ac m +Jx m - t - y-Bx™ M Çx”'-i+.,..+ Tx+F— 0...X1), 
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nous nous proposerons d’abord de faire disparaître 
quelques-uhs de ses termes , question qui rentre 
dans celle de transformer cette équation en une 
autre dont les racines soient toutes plus grandes que 
celles <le la proposée d’une quantité quelconque h. 
Si l’on représente par y la nouvelle inconnue , on 
aura, d'après la condition énoncée. 


y=x-\-h, d’où x=y — h (a) 

substituant dans (i) y — h pour x , on obtiendra la 
transformée 


(y — h j« + A{y—h) m ~ * B (y — A)"*— 3 -+- . . . 
+ T(y-h)+F=o, 

e’est-à dire, en développant chaque puissance 


(3) y m — mh 

-\-A 


y m ~’ m(m — i) m , 
J V ) ; t . — ym — • 

a 

— {m — i )Ah 

+B 


m(m — i ){m — a) 
a. 3 

(in—,)(#n--a) Ah 
i. a 


y m ~ 3 -h etc. ± h m = o 
zzAh m -' 

± Bh m —> 



-hC 


—Th 


équation dont les racines surpassent de la quan- 
tité h celles de la proposée : or , ce nombre h étant 
arbitraire, puisqu’on n’a rien prononcé sur l’augmen- 
tation de chacune des racines, on peut le détermi- 
ner par la condition que le coéffîcient d’un des 
termes de la transformée (3), devienne nul : on aura 
donc pour faire disparaître le second terme , par 
exemple . 


✓ 
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A — mh — o , d’où h — — , x = r — — • 
’ rn J m 


3GS 


Cette valeur — de h substituée dans tous les coéffi- 
m 

ciens de ( 3 ) , réduit chacun d’eux à un nombre 
unique , en sorte que cette transformée peut être 
représentée par 

î_f_ 5^+ T=0. 

On est donq conduit à cette règle pour faire éva- 
nouir le second terme d’une équation : il faut 
remplacer l’inconnue de cette équation, par une nou- 
velle inconnue augmentée du coéfficient du second 
terme , pris en signe contraire , et divisé par f indice 
du degré de l'équation. En effet , si l’on désigne par 
a, b,c , etc. les racines, en y comprenant les signes, 
de l’équation en x , et par a, (i , 7, etc. celles de la 
transformée en y, on aura toutes ces équations en 
nombre m , 

*= a + 7 „i P=£+^ * 7 ==c + ~ etc. 


dont la somme est 

*+P+7 -+-$+ etc. — A-\-a+b+c+d-+- etc. 

mais d’après («73), on a a+b+c-t- etc. = — A; 
donc 

+• etc. = 0 ,• 

donc (idem), dans la transformée en y, le coéffi- 
cient du second terme doit être nul. 

Pour opérer l’évanouissement des troisième, qua- 
trième , etc. termes de ( 3 ), on aurait à résoudre des 
équations des second , troisième , quatrième , etc. , 
degrés en h : l’évanouissement du dernier terme , 
dépendrait de la résolution d’une équation de même 
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degré en h que la proposée l’est en x; en effet, ce 
dernier terme est ce que devient la transformée (3) 
sous l’hypothèse y—o , à laquelle répond x= — h 
d’après (a) : on ne gagnerait donc rien à le faire 
évanouir. , 

379. Si l’on voulait faire disparaître un terme 
quelconque d’une équation qui manquerait déjà d’un 
autre terme, on introduirait dans cette équation le 
terme manquant : en effet, par la substitution pré- 
cédente y — A pour x, on forme toutes |ps puissances 
de^, depuis m jusqu’à zéro, et conséquemment une 
transformée complète du degré m. On pourrait pen- 
ser que par la substitution 

X—jr+(h+A), 

qui renferme deux indéterminées h et A , il serait pos- 
sible de faire disparaître deux termes; mais on ob- 
servera que deux indéterminées combinées comme 
les précédantes, n’équivalent qu'à une seule : il est 
aisé de s’assurer qu’on ne gagnerait rien à sup- 
poser 

x =y+ (a h -f- bk ) , 

a et b étant deux nombres donnés , et h et k deux 
indéterminées : car pour faire évanouir, par exem- 
ple , le second terme et le troisième , on aurait à 
satisfaire aux deux équations de condition 

m(ah-\-bk)+A = o 

' T —^ n ^ — — {ah+bk)' + {m — i)A{ah+bk)+B — o, 

la première donnerait 

ah+bk = — 

771 
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cette valeur de ah+b/i reportée dans la seconde, la 
réduirait à celle-ci 

( m—i)A • — imB-o, 

condition qui doit être satisfaite d’elle même pour 
que les deux termes en question s’évanouissent 
ensemble. Ainsi , par exemple , la proposée étant 

4 

. I __ 

x+x' -t- 2 x+C—o , 

la condition précédente a lieu , puisqu’elle devient 
2 — a —o ; et on a pour transformée 

T'+C —o- 

27 

On pourrait encore par la substitution (a) trans- 
former la proposée eu une équation dans laquelle 
le coéfficient de l’un des termes, serait égal à un 
nombre donné : à cet effet , on égalerait ce coéffi- 
cient au nombre donné , et on déterminerait h d'après 
cette condition. 

On diminuerait chacune des racines de la quan- 
tité h, eu posant 

y— x — A, d’où x=y+h, 

et faisant cette substitution pour x dans la propo- 
sée (1). 

280. Si l’on veut que les racines de la transfor- 
mée deviennent égales à celles de la proposée , 
multipliées par une quantité donnée h , il faudra 
établir la relation 

Y—hx, d’où x—^ (4) 
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substituant pour x cette valeur dans (i ) , on aura la 
transformée 


h n 


-+A 


h 


+ 5 


ym — * 
» 


+T J j t +r~o, 


laquelle multipliée par h m , deviendra 

y” 1 + Ahy™— B h' / m — " + + Th m -y+P r h m =o. 

Ainsi pour convertir une équation en une autre dont 
les racines soient des multiples h de celles de la pre- 
mière, il suffira de multiplier les termes de la pro- 
posée , à partir du second inclusivement , par les 
puissances successives h, h ’ , h 5 h m . 

C’est au moyen de la relation (4) qu’on peut 
transformer l’équation 

Ax m +Bx m —'-{-Cx m —*-{-Dx m - 3 -+-:.+ Tx-\-F=o...( 5) 
en une autre dans laquelle le coéfficient de la plus 
puissance de l’inconnue soit l’unité , les autres coéf- 
ficiens étant cependant des nombres entiers ; en 
effet, par la substitution (4) faite dans (5), on a 

■-+- Ch'y*—- *4- -t- Vh m =o ; 

supposant l’indéterminée h=A, et divisant par A , 
on trouve 

ym+pym — i CAy m ~‘ x -\- -+- V A m ~ x — O (6) 

où tous les coéfficiens sont des nombres entiers. 
Supposons maintenant que a, (5, 7, etc., soient les ra- 
cines de l’équation (6) : on aura (270) 

yn^B r n-i + + yA m - 1 = {y—*){jr—$)(j--i) etc. 

si l’on remplace y par Ax dans les deux membres 
de cette identité , on obtiendra celle-ci 


4m x m + Bjm—l x m—l + CA m —'X m —*+ +FA m ~ l , 


— (Ax — *) (Ax — P) (Ax — 7) etc* 


Digitized by Google 



ÉLÊMENS D’ALGÈBRE. 36t> 

en observant que les facteurs sont en nombre m 
si l’on divise de part et d’autre par A m ~ l , on 
trouvera 

Ax m + Bjc" 1 —' + Cx" 1 —* + + V 

=^(*- 5) ( x — §)(■*-;<) etc - ■ 

ou^, etc. sont, d’après la relation x = -, 

les racines de la proposée , que nous noterons au- 
trement par y?, q, r, etc. Ainsi la précédente devient 

kxm-\-...+V=A(x — p){x — q)(x — r) etc. 


parceque le produit des racines a (3 -y etc., étant 

VA m ~ i, d’après (6), on a pqrt te. = '—FL. 

A m A 

Cette transformation nous sera utile dans la seconde 
section de ce traité. 

Lorsqu’on a une équation telle que celle-ci 

p q r 

X’ — — X' H X = o, 

m ns 

on multiplie de part et d’autre par le produit des 
dénominateurs, ce qui donne 

mnsx' — pnsx ’ 4 - qmsx — mnr= o , 

et de cette équation on passe , d’après la règle que 
nous venons de donner, à la transformée 


— pnsy' + qm m s'ny — m'n l s'r=o , 


dont tous les coéffîciens sont entiers. 


a4 
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* * 
aiji. Etant donnée une équation, on en déduira 

une transformée dont toutes les racines seront les 
. sous-multiples h de celles de la proposée , par la re- 
lation 

x=hjr, d’où^=:| (7) 

a8a. Théorème f. Une équation dont tous les coéf- 
f tiens sont des nombres entiers, celui de la plus haute 
puissance de F inconnue étant F unité, ne peut admet- 
tre pour ratine une fraction. 

Il s’agit donc de prouver que l'équation 
+ + . + Tx+F=o, 

A, B, C, etc., étant des nombres entiers, ne peut 
être satisfaite par x = ^ , fraction qu’on peut suppo- 
ser irréductible. En effet, la substitution de ^ pour 
x, donnerait 


dm am — x a m — a 

7 H A -7 h B . ■■ 

frrn frai — 1 frrn — a 


+ T\ + F—o, 


et, après avoir multiplié de part et d’autre par Fi" 1 — « , 
on aurait 


•j- = — [Aa m —* + Bba m —*-\- 

Cb ■ a m ~ } -+- .... 4- Tb*~ J - 'a+Fb ™— «] ; 

CL g* CL m 

or, étant une fraction irréductible, -^-ne peut être 

(io3) égal à un nombre entier. 

a83. Théorème II. Si, dans une équation , F on change 
x en — x, et réciproquement, on changera les ra- 
cines positives en négatives , et réciproquement. 
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Équation finale — y=o\ divisl 
Équations en contradiction. a 1 


V 




ÉLÈMENS D’ALGÈBRE. 3 7 1 

Soit l'identité 

x* 4- Axé -4- Bx 1 4- Cx' 4- Dx 4- F= 

(x — a) yx — b) ( x — c)(x — d) yx—J)=o, 

a, b, c f étant les racines en nombre et en 

signes : par la substitution de — * pour x, et après 
avoir changé les signes de part et d’autre, on a 

ad — Axé 4- Bx* — Cx' -4- Dx — F— 

(x + a){x -\-b)(x + c){x + d) x+f) = o, 

dont les racines — a, — b, — c, — d, — f seront 
toutes les précédentes en signes contraires. 

De l’identité 

4" A x* 4* Bx' 4" Cx -4- D ~ 

( x — a){x — b) (x — c)(x — d) — o , 

on passerait par la même substitution à celle-ci 

x 1 — And 4- Bx f — Cx 4- D=z 
(x + a)(x+ b)(x + c)(x + d)=o, 

d’où on déduirait la même conclusion. 

On’ remarquera que le changement de x en — x 
change les signes des termes de rang pair, et qu’ainsi 
le seul changement des signes de ces termes déter- 
mine ceux des racines. \ 

a8/|. Théorème III. i°. Si tous les termes d'une équa - 
lion ont le même signe , ou, ce qui revient au même , 
s'ils ont tous le même signe 4- , C équation ne pourra 
comporter que des racines négatives , si cependant elle 
en a de réelles ; a° si tous les signes d une équation 
sont alternativement 4 -et — , c'est-à-dire , si une 
équation ne présente que des variations de signes , 
elle ne pourra comporter que des racines positives , sous 
la restriction précédente , et en supposant que f équa- 
tion soit complète. 

La première proposition est évidente, en ohser- 

A- 
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vant qu’un nombre positif écrit pour x, donnera 
une somme de termes positifs, qui ne peut être nulle. 
Passons à la seconde. En changeant dans une telle 
équation a? en — x , tous les termes prendront le 
même signe ou le signe (Théor. II) : or, cette 
transformée ne pouvant être satisfaite que par des 
racines négatives, si cependant elle en a de réelles, 
la proposée ne pourra comporter que des racines 
positives, sous la même restriction. 

a85. On peut encore transformer une équation 
en une autre, dont les racines soient réciproques 

à x, relation exprimée par x=- , ou plus simple- 


ment par x— 


i 

7 


après avoir multiplié la transfor- 


mée par la plus haute puissance de y, l’ordre des 
coéfficiens de la transformée, est inverse de celui des 
coéfficieus de la proposée, en sorte que le second 
terme manquant dans la proposée, l’avant-dernier 
manquera dans la' transformée. Il est essentiel d’ob- 
server que, d’après la relation 



à la plus grande racine y de cette transformée ré- 
pond la plus petite racine x de la proposée, et ré- 
ciproquement : cette relation sera employée par la 
suite et il sera bon , par cette raison , de retenir la 
conséquence qu’elle fournit. 

286. On peut enfin passer d’une équation à une 
autre dont les raciues soient les racines carrées de 
celles de la proposée, relation qu’on énoncera ainsi 


y= t/x, d’où x—y'\ 


la substitution dans 

x m -{- Àx m ~' -ï- Bx m —' . ... 4- Tx-t V—o, 
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donnera la transformée 

yim Jjim—i _J_ J} Jim- 4 -f- . . . . -f- Ty * + V— O, 

où manquent tous les ternies des puissances impai- 
res de /, ce qui résulte de la composition démon- 
trée (273) des coéfficiens en racines, en observant 
que y'x est précédée du double signe. 

287. Nous avons donc pratiqué toutes les opéra- 
tions arithmétiques sur les racines inconnues d’une 
équation , et il n'était pas difficile de prévoir que , 
puisque ces opérations altèrent chacune des racines» 
elles doivent influer sur les coéfficiens qui en sont 
des combinaisons connues. 

288. Ainsi , pour transformer une équation en une 
autre dont toutes les racines aient avec celles de la 
proposée , une relation donnée , il faut traduire cette 
relation en algèbre , en déduire la valeur de x, et 
la substituer dans la proposée. 


CHAPITRE XXIV. 

Recherche du plus grand commun ditisedr entre 

DES POLTNOMES ALGÉBRIQUES. 

289. Soient A et B deux polynomês algébriques, 
ou qui ne renferment pas de logarithmes, d’expo- 
nentielles, de sinus, de cosinus, etc. : si on les or- 
donne par rapport à une même lettre, le plus grand 
commun diviseur sera le facteur commun renfermant 
la plus haute puissance de cette lettre : le plus grand 
des deux polynômes est aussi celui qui contient le 
plus haut exposant de la même lettre. La règle don- 
née (Chap. VI) s’applique, sans restriction, aux po- 
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lynomes, en sorte qu’il faut encore diviser le plus 
grand des deux polynômes par le plus petit, le plus 
petit par le reste de la première division, celui-ci 
par le reste de la seconde division, et ainsi de suite, 
jusqu’à ce qu’on rencontre un reste qui fasse sa di- 
vision exactement, lequel sera le plus grand com- 
mun diviseur cherché. Dans le cours de ces divi- 
sions, on pourra (idem) supprimer ou introduire 
dans le dividende, un facteur non commun au divi- 
seur, et dans le diviseur, un facteur non commun 
au dividende; iutroduire ou supprimer tant au di- 
vidende qu’au diviseur, des facteurs différens, et 
meme des facteurs communs; mais dans ce dernier 
cas, il faudra diviser le plus grand commun divi- 
seur par le facteur commun introduit, ou le multi- 
plier par le facteur commun supprimé. 

390. Lorsque les polynômes sur lesquels on opère 
sont composés d’un grand nombre de termes, on 
peut assez souvent rendre moins pénible la recher- 
che du plus grand commun diviseur, en détaillant 
l’opération comme il suit : i° on cherchera le plus 
grand commun diviseur entre les coèfficiens numé- 
riques , et on divisera les deux polynômes par ce 
nombre , ce qui donnera les quotiens A' et B' ; a° on 
cherchera le plus grand commun diviseur entre les 
coèfficiens algébriques de là, lettre par rapport à la- 
quelle on ordonne , et que je désigne par a, et on 
divisera A' et B' par ce plus grand commun diviseur, 
d'où résulteront les quotiens A" et B"; 3 ° enfin on 
cherchera le plus grand commun diviseur dépendant 
de la lettre a : celte série d'opérations effectuée, le 
plus grand commun diviseur cherché sera le produit 
de tous ces communs diviseurs partiels. 

391. Lorsqu'un polynôme comporte un diviseur in- 
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dépendant de la lettre a , suivant laquelle il est or- 
donné , ce diviseur doit diviser tous les coèjficiens de 
cette lettre , ainsi que le terme sans a : d’où il suit que 
si le ooèfficient de la plus haute puissance de a, est 
r unité , le polynôme ne peut avoir de diviseur indé- 
pendant de a. 

Soit, en effet, le polynôme A + Ba + Ca' 4- Da' 
4 - etc., ayant un diviseur d indépendant de a: on 
aura l’identité 

A 4- Ba 4- Ca' 4- Da 1 4- etc. = 
d (A' -4- Ha 4- C'a ’ 4 - Da 1 -t- etc.) 

qui doit avoir lieu (Chap. XX) pour toute valeur 
de a, et conséquemment aussi pour a = o, auquel 
cas A=.dA ; en sorte qu’après avoir supprimé d’un 
côté A , et l’autre dA\ et divisé par a qui n’a pas 
de commun diviseur avec d, on a 

B-\- Ca 4- Da' 4- etc . — d(B 4- Ca 4- B a' 4- etc.) 

d’où on conclut pareillement B=dtf. On a donc 
aussi C—dC t D=^dff, etc. : donc les coéfficiens 
A, B, C , etc.; sont séparément divisibles par d. 

I er Exemple. Qu’il s’agisse d’assigner le plus grand 
commun diviseur entre les deux polynômes 

A = 36 h' a* — iSÆ’a’ — iqb'a k 4- gb'a' 

B — -x~\b'a' — 18 l'a’' — 9 b' a 1 : 

le plus grand commun diviseur des coéfficiens nu- 
mériques est 9, et comme on remarque aisément 
que A et B sont aussi divisibles par b'a' , on les 
divisera par gb'a 3 , ce qui donnera les quotiens 

A =4 -1 sa' j3g 4-i 

Jï ~Za ' — au — r’: 
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opérant maintenant sur A' et B , suivant la règle, 
on trouve le plus grand commun diviseur a — 1, 
qu’on aurait pu découvrir indépendamment de la 
'division, et en partant du principe posé (27a), sa- 
voir, que lorsqu’un polynôme devient nul pour une 
certaine valeur attribuée à l’une des lettres qui y 
entrent, il est divisible parla lettre moins cette va- 
leur : or, A' et B devenant nuis pour a= 1, on en 
conclut que les polynômes A" et B sont divisibles 
par a — 1; le plus grand commun diviseur est donc 
9i’a\o — 1), et les deux quotiens sont 

Qz=.\a % + a a — 1 
Q=.Za -4- 1. 

II e Exemple. Soient les polynômes 

>—(()£ ’ — 1 8Æc)a s -t-(a ib 3 — 4 a £ ’ c)a ’ -h ( 36 £ 3 C — 1 8 b*) a 
B=(i5b' — 3obc)a‘ + (iHb’c — [}b 3 )a: 

on trouve sur-le-champ 3 ab pour facteur commun 
faisant partie du plus grand commun diviseur : après 
la division, on a ces quotiens 

A'=(3 b — 6c)o* 4 - (7 b' — i 4 £c)a-+-(ia£’c — 6b 3 ) 

B=($b — 10 c)a+ (6 bc — 3 b’); 

Si A 1 et B doivent admettre un plus grand commun 
diviseur indépendant de a, comme il doit diviser 
tous les termes de A" et B , d’après ce qui vient d’être 
démontré, il devra diviser 3 b — 6c qui est le plus 
petit des coéfficiens : or, de 3 b — 6c = 0, on déduit 
b=2C, et comme, pour cette valeur de b, on a en 
même temps B=o, B~o , ces polynômes seront 
divisibles par b — a c, et on aura ces quotiens 

A"=.Za % 4 - 'jba— 6b % 

B 1 — 5a — 3b: 

comme l'hypothèse 5 a — 3 £=0 donne a=j£,qui 
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n'anéantit pas A " , on en conclut qu’il n’existe plus 
d’autres facteurs du plus grand commun diviseur 
qui est 3 ab(b — ac). 

III* Exemple. Soient les deux polynômes 

A=(c — d)a' 4 -(aic — a bd)a + {b'c — b'd) 

B={bc — bd+c' — cd)a + (b'd-\-bc' — b'c — bcd) : 

on aperçoit sur-le-champ qu’entre les coéfficiens 
de A il ne peut exister de diviseur commun plus 
grand que c — d\ en sorte que, s’il y a lieu à un tel 
diviseur, tous les coéfficiens doivent devenir nuis 
pour c=d; ce qui arrive effectivement : en divisant 
A et B par c — </, ou aura 

A' — a' + ïba + b' 

B={b + c)a + b{c — A); 

polynômes qui n’admettent pas de facteur commun 
dépendant de a , ce dont on pourra s’assurer par 
la division. On a donc c — d pour plus grand com- 
mun diviseur. 

IV* Exemple. Soient les deux polynômes 

A=z(il\b'cd — a8 b'cd — \[\bcd-\-* 8 cd)a-\- 
(ai b'cd — ai cd) — (\l\b'cd — \l\bcd — 

. 7 b cd+’]cd)a~ % 

B=(iib'cd-^ 8 ^b’cd-{- io 5 bcd — fricd) -\-(/ïgb , cd — 
98 bcd -t- 49C£?)a— * — (ai b'cd — 35 b'cd 4- 
’]bcd+ f ]cd)a — a : 

On pourra d’abord multiplier A et B par a’ , afin 
de faire disparaître les exposans négatifs de a, mais 
on aura soin de diviser le plus grand commun di- 
viseur par a * ; on remarquera d’abord que 7 cd di- 
vise exactement A et B , en sorte qu’on aura les quo- 
tiens 


Digilized by Google 



3 7 8 CHAPITRE XXIV. 

A = {* b J — l\b — ib+l^a} + (35’ — 3)a’ — 

(a£ 3 — b' ■ — aA -t - 1 ) 

B={Zb’ > — ia b'+ i5 b — 6 )o’- 4 -(j^’ — i^b + ^a — 
(3ù 3 — bb‘ -+• b-\- i). 

Le plus petit des coéfficiens daus AetB', est 3 b’ — 3 
qui devient nul par b—\ et par b — — i : or, la 
première valeur de b rendant nuis A et B , on en 
conclut que b — i est facteur commun aux polynô- 
mes A et Zf, et on trouve ces quotiens 
A'=(ib' — a b — 4)«’ -+-3(ù-t- i)a* — (a b' b — t) 

B' = (3b’ — 9 £-+- 6 )a’ +7 (b — x )a — (3 b ' — a b — i) : 
Avec un peu d’attention, on découvre que b= — i 
anéantit A" seul, et que b—i anéantit B' seul', on 
peut donc supprime!' dans A" le facteur b -+- 1 non 
commun à B' , et dans B' le facteur b — r non com- 
mun à A', et, après ces réductions, on obtient 
A" — a {b — a)a 3 -f-3a* — (a b — i) 

B"—Z{b — a)a’ + 7 a — (3ù + i). 

Il reste à découvrir le facteur commun dépendant 
de a : on aperçoit facilement à la seule inspection 
de ces polynômes, que la somme des coéfliciens de 
o 3 , a’, a° , dans A”' , ainsi que de a*, a, a° dans 
B", est nulle; d’où on conclut que, poùr a=r, 
on a A"— o, B"=o , et que a — i est un facteur 
commun à ces polynômes, et même le plus grand. 
On a donc ce plus grand commun diviseur 
7 cJ(ù— -i)(a— -j)_ lcd ^ b _ t ) a _, _(£_ 

V e Exemple. Soient les deux polynômes 
A — — 1 f\b ’ca ? — i aùca 4 — 7 b ’c'a' -V 1 l\bc'a 
B ■=.— b'a i b'' a' -H ab'a* H- h' a' — a b*a' : 
la recherche du plus grand commun diviseur entre 
ces deux polynômes, par la méthode connue, est 
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très -laborieuse, et c’est pour cette raison que nous 
avons choisi de préférence cet exemple que nous avons 
traité dans le tableau ci-joint avec tous les détails né- 
cessaires; mais nous devons observer qu’il est facile 
d’abréger l’opération par des décompositions, qui font 
découvrir des facteurs communs aux deux polynô- 
mes, lesquels sont les élémens du plus grand com- 
mun diviseur. Ainsi, qu’on reprenne les polynômes 
A et B , déjà débarrassés du facteur commun ba* , et 
qui sont alors 

A — — [[b'ca^+i^bca? — iaca* — 'jbc'a+il^c' 

B’=— b*a? -4- A*a 5 -t-aAa’ -h Ba — •xb* ; 
on peut encore supprimer dans A le facteur c 
étranger à B et dans B le facteur b étranger à A , 
ce qui donne 

A"— — 4^’ H- 1 — 1 * — ’]bca+ 1 4 c 

B' = — b'cfi-\- ba?-\-îa*-\-b?a — aù*, 
et on découvre aisément cette décomposition de 
A' et B' , savoir 

A" == — ia'(ib'a‘~’]ba ) — 1 aa* — 7 c{ba — a) 

2T= — ba — a)-t-£* ( ab — a), 

et leur réduction à téro par ab — a ; d’où ou con- 
clut que A " et B" sont divisibles par ab — a : les ' 
polynômes quotiens sont 

À" — — l\ba}-+-(ki ' — 7 c 
B = —a' {ab -f- 1 )-4- b * , 

quotiens premiers entr’eux. Le plus grand commun 
diviseur est donc ba’(ab — a). 

On conçoit, en effet, qu’il importe de pousser 
ces décompositions aussi loin qu’il est possible , 
parce que si ou pouvait assigner tous les facteurs 
simples des deux polynômes , on aurait , sur-Ie- 
èhamp , le plus grand diviseur commun. 
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Dans le second exemple du tableau ci-joint, tous 
les termes de chacun des deux polynômes, sont de 
même degré ( 48 ) ; ils ne renferment que dënx let- 
tres , et de plus la somme des coéffieiens numéri- 
ques est nulle dans les deux : donc l’hypothèse 
y—x les réduira, en même temps, à zéro, c’est- 
à-dire , qu’ils ont x — y pour commun diviseur. 

VI e Exemple. Réduire à sa plus simple expression 
la fraction 

6a 5 -t- 1 54a 4 — 4 c'a 1 — io 4c’a’ 

9 4a 3 — vjbca’ —übc 1 a+ itibc* ’ 

cette opération revient , comme on le sait , à cher- 
cher le plus grand commun diviseur entre ses deux 
termes : avec un peu d'habitude du calcul, on dé- 
couvre que cette fraction revient à celle-ci 

aa 3 (3a’ — ac’)-t -54a’(3a’ — ac’) 

34a (3a’ — ac’) — 9 bc (3a’ — a c') 

» (aa 3 -t-54a’)(3a’ — ac’) 

34 (a — 3c)(3a’ — ac’) ’ 

qu'ainsi a — 3c n’étant pas facteur de 3a’ — ac* ni de 
aa 3 +54a* , le facteur 3a’ — ac’ est le plus grand 
commun diviseur des deux termes de la fraction, 
qui a conséquemment pour plus simple expression 
aa 3 -|-54a* 

34 (a — 3c) 

VII e Exemple. Eu examinant avec soin la compo- 
sition des deux termes de la fraction 
d’a' — c'd’-r-c'a '- (- à 
l\da ’ — l\cda — ac ’ a + ac 3 ’ 

on découvrira le plus grand facteur commun a — « 
et cette plus simple expression 
( d'-c-)(«+c) _ 
l\ad—ic' 
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at)x Nous aurons très souvent occasion parla suite 
d’employer cette méthode; mais nous observerons 
que les préceptes que nous venons de poser et les 
applications, que nous en avons faites, ne peuvent 
remplacer la pratique que nous recommandons par- 
ticulièrement. Cette méthode sert encore , comme 
nous l’avons déjà fait voir (a3a), à trouver les con- 
ditions sous lesquelles deux polynômes admettraient 
un plus grand commun diviseur. Soient, par exem- 
ple, les polynômes x’-t-aax+a’+r’ — b 1 et x-+-a : 
en divisant le ■premier par le second, on. trouve le 
reste /* — b* qui s’oppose à l’existence du commun 
diviseur en question. Mais qu’on pose ce reste égal 
à zéro, et on aura jr = ±b; sous cette condi- 
tion , x+a sera le plus grand commun diviseur : 
en effet , pour ces deux valeurs de y , le premier 
polynôme se réduit à x’+vax+a', carré de x+a. 
Nous rechercherons encore la condition d’où dé- 
pend, pour le polynôme x'-i-Px’ + Qx+R, l’existence 
d’un diviseur du second degré, tel qu ei’ + A+fi; 
P , Q, B, étant des nombres donnés par la ques- 
tion, A ci B des coéfficiens à déterminer, de ma- 
nière que la condition énoncée soit satisfaite. En divi- 
sant le premier polynôme par le second , on arrive à 
un reste du premier degré ( A ’ — PA+Q — B)x+BA — . * 
BP+R , qui s’oppose à ce que la division puisse se 
faire; elle ne peut donc avoir lieu que sous l’éga- 
lité à zéro de ce reste : or, x n’étant pas zéro, on 
doit avoir ces deux équations séparées 

A'*-PA+Q—B = o , (A—P)B+R = o : 
la seconde donne 


B — — 


R 


A— P 
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substituant cette valeur pour 5 dans la première , 

et faisant disparaître le dénominateur, on trouve 

A z — *PA'+[Q+P')A+R— QP = o (a): 

les équations (i) et (a) servent» évaluer A et B en 
5, Q et fi. 

Pour P = i , (?= — t, 5 = — t * hypothèses sous 
lesquelles le premier polynôme devient x*-4-x’ — x — r, 
les équations de condition (i) et (a) deviennent 

B— — î — , A'—xA'-o-. 

A — i H 

la seconde qui revient à A'(A — a )=o, donne 
A i * o , A ■ - o , A a , 
valeurs auxquelles répondent 

B= — 1,5 = — r,5=i; 
en sorte que le polynôme x’-t-x* — x — i est di- 
visible par chacun des facteurs du second degré 
x' — i, x' — i , x’-+~ax-t-i : conséquemment deux 
des trois racines de l'équation 

, x 3 -!-®’ — x — i =o, 

sont données (Chap. XXII) par l’une ou l’autre des 
équations 

x* — i — o, x’-t-ax-t-i =o , 

. qui fournissent ensemble les trois racines x=i , 
x= — r, x=— i de l’équation ci-dessus du troi- 
sième degré. 

Si Von avait à résoudre la même question sur les 
polynômes 

x 1 +Px î -+-Çx’-H5x-t-5 et a?-\-Ax'-\-Bx-\-C , 

c’est-à-dire, à déterminer les coéfficiens A , 5, C, 
d’après la condition que le polynôme du troisième 
degré devînt diviseur exact du polynôme donné du 
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quatrième, en divisant celui-ci par le premier, on 
serait conduit à un reste du second degré en x , 
lequel devant être égal à zéro, indépendamment de 
x, fournirait trois équations qui serviraient à éva- 
luer J, B, C, en P, Q , R, S. 

Nous reviendrons sur ces questions dans la seconde 
section de ce traité : en les traitant ici par anticipa- 
tion , nous n’avons eu en vue que de faire connaître 
un des emplois de la méthode exposée dans ce cha- 
pitre , et particuliérement de préparer à celle qui 
fera la matière du chapitre suivant, l’un des plus 
importans de cet ouvrage. 


CHAPITRE XXV. 


De l'élimination entre deux équations de degrés 

QUELCONQUES , A DEUX INCONNUES ; ET DU DEGRÉ DE 

l’équation finale. 

293. Lorsqu’on a deux équations dupremier degré 
entre deux inconnues , l’élimination de l’une des 
inconnues est toujours facile , et l’équation finale , 
c’est-à dire , celle qui donne l’autre inconnue , est 
aussi du premier degré (Chap. XVII). Mais il n'en 
est plus ainsi lorsque les deux équations sont de 
degrés supérieurs au premier. Il faut entendre par 
le degré d’une équation à plusieurs inconnues la 
plus forte somme des exposans des inconnues dans 
un même terme. 

294. Soient entre les inconnues x et y deux équa- 
tions complètes, l’une du degré m, l’autre du degré 


Digitized by Google 



/ 


384 CHAPITRE .XXV. 

n : ces deux équations ordonnées suivant Tune des 
' deux inconnues, suivant x , par exemple, et alors 
y entrera dans les coéfficieus, seront delà forme 

x m +Px m - l +Qx m — i -\-Bx m ~ i + 

+ Tx+F=o (Zt-1) (*) 

x n +Px n ~ l -\- Q f x n —*+Rx n —*+ 

+rxfr=o (xi»))» 

où, suivant la définition, P , (?, R,.... Te t V, 
peuvent être des polynômes complets des premier, 

second, troisième, ( m — i )«"•*, m ime degrés en 

/, et P y Q , R y T , V y des semblables poly- 
nômes des premier, second (n — i ')«"•*, n ime de- 

grés : les coéfficiens des puissances de y dans ces 
polynômes sont des nombres donnés (**). 

ag5. Résoudre les équations et (ATM), c’est 

assigner tous les couples ou systèmes de valeurs 
numériques de œ et _y, propres à les réduire , en 
même temps, à la forme o = o. Ces valeurs cor- 
respondantes de x et y sont nommées solutions. 

Soient (3 une valeur de y et a une valeur de x , 
qui substituées simultanément dans les proposées, 
les réduisent à la forme o — o : il est évident qu’il 


(*) Nous désignons ces équations par (A'»"’)) et (XM) pour 
rappeler qu’elles sont des degrés m et n , et leurs premiers mem- 
bres par et XM. 

(“) Après les multiplications faites de x m 1 , x m a x 

par les polynômes coéfficiens dans l’cquation complète du degré 
m , le deuxième terme en donnera deux , le troisième terme en 
donnera trois, et ainsi de suite, en sorte que le nombre total 
des termes, sera le terme somma toire de la suite des nombres na- 
turel» i , a , 3. . . .m-t-i , c’est-à-dire (aoi) , 

m*-+-3/w-t-a 

3 3 


Digitized by Google 


’ ÉLÉMENS D’ALGEBRE. 385 

revient au même d’écrire d’abord (î pour y, ce qui 
donne deux équations en x , puis d’écrire dans 
celle-ci a pour x : or, les polynômes A3 m ) et A3") 
devant, après la substitution de p pour y, devenir 
nuis, en même temps, par x — a , ne peuvent être, 
généralement parlant, que de la forme 

JH") = Q{Ax—B) , JK-) = Q(Ax—B ) , 

Q et Q étant des polynômes en X , et A et B des 
nombres. Ainsi la solutiony:= p introduit dansA3 m ) 
et X(") un facteur commun Ax — B , dont l’égalité à 

zéro fournit la valeur x~ -^ = a correspondante 

à : telle est donc la propriété caractéristique 
de toute solution en y, de sorte que tout nombre y, 
qui n’en jouit pas , doit être rejeté. 

Si donc, après la substitution de fi pour y dans 
XI") et JP"), on appliquait à ces polynômes la mé- 
thode du plus grand commun diviseur , on serait 
conduit à Ax — B : mais, si on opérait sur ces mêmes 
polynômes sans faire cette substitution , on arrive- 
rait à un polynôme en x et y, généralement dit 
premier degré en x , auquel répondrait un reste 
y, fonction de y, qui s’oppose à l’existence d’un plus 
grand commun diviseur entre JP m > et A3"), en ob- 
servant qu'un polynôme en x et y, ne peut se di- 
viser par un polynôme en y. Donc toute valeur 
y={3, qui fait acquérir aux polynômes A3 m ) et A3") 
un commun diviseur en x, jouit de la propriété 
d’anéantir ce reste Y, et conséquemment elle est 
racine de l’équation Y—o ; réciproquement toute 
racine de Y=o jouit de la propriété de faire acquérir 
aux deux polynômes X( n ) et A3") un plus grand com- 
mun diviseur en x. 

a 5 
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On est donc conduit à cette règle : il faut opérer 
sur les deux polynômes XW et XI") comme pour en 
chercher le plus grand commun diviseur ; égaler à zéro 
le dernier polynôme diviseur en x et y, auquel répond 
un reste Y en y , polynôme qui est généralement du 
premier degré en x ; égaler aussi à zéro ce reste Y; 
déduire de Y = o les racines y =p,=t=p', = |T, etc., 
les reporter successivement pour y dans t équation 
formée, du diviseur en x égalé à zéro , et en tirer les 
valeurs correspondantes x == a , = a' , = a" , etc. 

Afin qu’il ne reste aucun doute sur la règle pré- 
cédente qu’il importe de bien saisir, on pourra en 
concevoir la démonstration de la manière suivante 

En désignant toujours par AH et Al»! les deux 

polynômes proposes, par A(»— 0, AT"—*), AC»— 3 ), 

Al 1 ) et Al°) les restes successifs qui deviennent divi- 
seurs les uns des autres , dont les degrés en x sont 

ici rappel lés par (n — t) , (n — a) (i) et (o) , 

diviseurs dont l’avant dernier A(‘) est du premier de- 
gré en x et le dernier Al 0 ) d’un degré nul en x, est 
un polymone en ^seulement: on aura les égalités sui- 
vantes. 

A») = <>A(*)-+-Al"-0, At")= ÇAI"— 0 A("— *) , 
AC—') = </Al"~*) -+- AT"— 3 ) 


A’ = <?(— OAIO-t-Al»), 

où Q, Q . . ,Ç( n — 0, sont les quotiens, fonctions de x 
et y. Cela posé, les solutions de A» =o et AW=o, 
anéantiront AT"— 0, d’après la première égalité, et con- 
séquemment elles deviendront solutions de Al")=o et 
A(n— q— 0; réciproquement les solutions de A("J —o 
et AT"—') — o le seront de A(")=o et AT m ) — o. En 
appliquant le même raisonnement à la seconde équa- 
tion , on prouvera que les solutions de Al”) = o et 
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X ("— *)==o conviennent à X("— l ) = o et X »— ») = o 
et réciproquement. En allant ainsi de proche en 
proche, il sera démontré que toutes les solutions 
de X\ m )=o et XI") = 0 se transmettent k X(‘) = o 
et AW = o, et réciproquement que toutes les solu- 
tions de A3*) = 0 et Xl°) = o , le deviennent de 
X( m ) — o et XI") = o. Ainsi la résolution de A10 ou 
de Ax — B=o et X(°) ou de Y—o, fera Connaître 
toutes les solutions des proposées qui ne peuvent 
en admettre d’autres. 

Toutes les conséquences que nous venons de tirer, 
pourraient être infirmées, si, dans l’une des égalités 
ci-dessus, le quotient <?, ou Çf, etc., était une frac- 
tion ayant pour dénominateur une fonction en y. 
Soit, par exemple, 

AW=JK«0xjï +*(»- 0, 

K renfermant y ex. H les deux inconnues : si la 
valeur de y faisant partie d’un des systèmes de 
solutions de X'\ m — 0 et AM=o, rendait K nul, le 

produit XM x deviendrait ^ , et pourrait avoir 

une valeur nulle, finie, ou infinie (Chap. XXI), 
en observant qu'un couple de solutions, ne fait 

H 

qu’une hypothèse : or, pour fini ou infini, on 

ne peut plus conclure A>— l )=o, puisque Xi"—*) Se- 
rait aussi fini ou infini. Ce cas d’un quotient frac- 
tionnaire à dénominateur en y, aura lieu toutes les 
fois que les plus hautes puissances de x, dans les deux 
polynômes consécutifs, auront des coéfficiens eu non 
divisibles l’un par l’autre : on éludera ces quotiens 
en multipliant le polynôme dividende par le coéfifi- 
cient en y de la plus haute puissance de x an diviseur, 

sauf les restrictions que nous indiquerons bientôt, 

a 5. 
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De ce que les solutions de A( m ) = o et AW = o, 
sont les mêmes et en même nombre que celles de 
AI n ) — o et AI*— 0 = o, que celles de AI«- 0 = o 
et AI"— 0 = o, et, en dernier lieu, que celles de 
AIO =o et A(°)=F=o; il s’ensuit qu’une même équa- 
tion finale et un même diviseur commun peuvent 
convenir à plusieurs systèmes d'équations entre deux 
inconnues, de degrés différens : c’est ce que Monge 
exprime en ces termes^ : « Lorsqu’une propriété est 
« exprimée par une équation unique , cette équation 
a est nécessaire et ne peut être suppléée par aucune 
a autre équation unique de même genre; mais lors- 
« qu’elle est exprimée par le système de plusieurs 
« équations , ce système peut toujours être rem- 
« placé par une infinité d’autres absolument équi- 
a valens ». En effet , qu’on se propose , par exem- 
ple , de former deux équations ayant x — y pour 
diviseur commun du premier degré, et y * — i pour 
équation finale : au produit de x — y par un facteur 
quelconque fonction de x, ou fonction de x et y 
que je suppose du premier degré en x, on ajou- 
tera y — i , et on aura un polynôme du second 
degré en x : au produit de ce dernier polynôme 
par une fonction en x ou en ar et y, toujours du 
premier degré en x , on ajoutera le polynôme du 
second degré qu’on vient de former, et on aura un 
polynôme du troisième degré et ainsi de suite. Deux 
quelconques de ces polynômes consécutifs seront de 
degrés différens, et, sous les mêmes degrés, on pourra 
varier, à volonté, leur composition : mais d'ailleurs 
deux quelconques de ces polynômes successifs, égalés 
à zéro, admettent les mêmes solutions et en même 
nombre, puisqu’ils conduisent au même diviseur du 
premier degré en x et à la même équation finale. 
Nous revieudrons encore sur ce point. 
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29G. En général , les divers procédés d’élimination 
qu’on peut employer pour résoudre des équations 
déterminées , quels qu’en soient les degrés, ont tous 
pour but de substituer au système des proposées , 
un autre système parfaitement équivalent , mais plus 
simple , et en dernier lieu , un système d’équations 
dont l’une ne renfermant plus que l’une des in- 
connues , puisse être résolue exactement , ou , au 
moius , par approximation , d’après l’une des mé- 
thodes exposées dans les chapitres qui suivent (*) 

397. Nous examinerons d’abord les principales 


(*) D’après la composition des coéfficiens d’une équation en ra- 
cines de cette équation, démontrée ( Chap. XXII), et de laquelle 
il résulte que la valeur de chacune des racines, varie en même 
temps que celles des coéfliciens , on conçoit qu’une légère altéra- 
tion dans l’un ou dans plusieurs des coéfliciens , peut changer 
jusqu’à la nature des racines , en sorte qu’il est permis d’élcver 
quelque doute sur la légitimité de la résolution de deux équa- 
tions à deux inconnues , dans le cas où les racines de l'équation 
finale en y , sont toutes , ou même en partie , incommensura- 
bles, puisqu’alors on ne peut substituer que des approximations 
pour y dans les proposées , substitutions qui , en altérant les 
coéfficiens de x , dénaturent ou peuvent dénaturer les solutions 
en x. On conçoit même que la substitution d’une valeur ap- 

fi 

prochée de y , dans la formule x = - tirée de Ax — B = o , 

peut donner pour .r une valeur très - éloignée de la véritable. 
Si l’on observe d’ailleurs que l’élimination, de quelque manière 
qu’on y procède, est une opération à -peu -près impraticable 
dès que les équations sont nombreuses et élevées, ou recon- 
naîtra que ce serait une recherche digne de fixer l’attention 
des géomètres , que celle de déterminer , sans résoudre aucune 
équation , i° les limites extrêmes des valeurs de chacune des 
inconnues ; a° une limite au-dessous de laquelle ne put tomber 
la différence entre deux valeurs de chacune de ces memes in- 
connues. 
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' circonstances que peut présenter l’application de la 
méthode à la recherche des solutions des deux pro- 
posées. 

Supposons d’abord que le plus grand commun 
diviseur , sous la réserve de l’équation finale, soit 
du premier degré en x, et conséquemment de la 
forme Ax — B : la valeur de x qui résulte de la 
substitution d’une des racines de l’équation finale 
dans Ax — B = o, peut être finie , nulle, infinie , 

ou de la forme -• Dans le premier cas, si x=a. répond 

à par Ax — B—o , cette valeur x—a. est la 
seule qui fasse solution avec ^=( 3 , puisqu’elle est 
donnée par une équation du premier degré : il en 
est de même dans le cas de x—o. Si pour y=$ t 
on trouve x= oo , il faut conclure qu’à cette valeur 
de y , il ne répond aucune valeur de x , pas même 
x = gc que donne l’équation Ax — B = o car il est 
visible que les deux proposées ne peuvent être sa- 
tisfaites pary =[3 et x — aa, puisque leurs premiers 
membres deviendraient infinis. Si l’on trouve, dans 
le cas actuel , x—<x, c’est parce que l’on pose une 
équation absurde, en écrivant Ax — B — o , puisque 
A étant nul , cette équation se réduit à B — o , B 
étant un nombre. Si toutes les racines de l’équation 
> finale rendaient A nul , il faudrait en conclure que 

les proposées sont en contradiction, puisqu’il n’exis- 
terait aucun système de valeurs de x et y propres 
à les réduire à la forme o = o. Mais si toutes les 
racines de l’équation finale ne produisent pas cet 
effet , les proposées ne sont plus en opposition. 
Nous verrons plus loin qu’il y a encore absurdité 
dans la question, ou incompatibilité dans les équa- 
tions qu’elle fournit , lorsque l’équation finale est 
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un nombre. Il peut donc arriver que quelques-unes 
des racines de l’équation finale, ne donnent pas de 
solutions, lors même qu’on n’a introduit dans cette 
équation aucun facteur étranger , circonstance qui 
a souvent lieu , comme on le verra bientôt. Enfin 
si la valeur y=fi donne en même temps, A=o , 

B = o, le reste Ax — B devenant nul par l’hypothèse 
y=$, quel que soit x, il en résulte que, pour cette 
valeur de y, les deux proposées acquièrent un di- 
viseur en x d’un degré supérieur au premier, puis- 
que celui-ci s’anéantit : ce sera donc le reste précé- 
dent , ou , en général , celui des restes antérieurs 
que la même valeur de y n’anéantit pas , qui de- 
viendra diviseur commun, et, dans ce cas, il y aura 
plusieurs valeurs de x qui répondront à cette racine 
y=p. La valeur de x n’est donc pas indétermi- 
née ; mais l’indétermination existe dans l’équation 
Ax — B=o , parce que celle-ci étant insuffisante 
pour donner les deux, trois, etc., valeurs de x qui 
vont avecjr=p, ne doit pas donner l’une plutôt 
que l’autre , et cette insuffisance est annoncée par 

x = Ce résultat ^ , dit Lagrange, dans le calcul des 

fonctions , a lieu dans les formules , lorsqu'il y a des 
cas quelles ne peuvent représenter : c'est , pour ainsi 
dire, le moyen que T analyse emploie pour échapper 
aux contradictions. Les racines imaginaires n'impli- 
quent pas , à proprement parler , une contradiction , 
mais une impossibilité. 

398. Revenons sur le cas ou à une racine y de 
l'équation finale F= o , doivent répondre plusieurs 
valeurs de x : les diviseurs en x, depuis celui du 
premier degré inclusivement , jusqu’à celui pris ex- 
clusivement, dont le degré est égal à ce nombre de 
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•valeurs de x , seront nuis d’eux-mêmes par le fait 
de la substitution (3 pour y, puisqu’autrement les 
deux proposées auraient pour facteur commun un 
polynôme en x , qui égalé à zéro , donnerait plus 
ou moins de valeurs de x qu’il ne doit en 
répo.udre à la solution y— f3. Il est essentiel d’ob- 
server que les coéfficiens des diviseurs qui devien- 
nent nuis pour _y=f3 , ont tous pour facteur^ — (3. 
S'ils deviennent nuis par plusieurs valeurs (3, {3', fi", etc. 
de y , ces mêmes coéfficiens auront pour facteur 
(y — p )(jr — $)(j — p"), etc. Si l’on savait, à priori, 
qu'à toutes les racines de l’équation finale, doivent 
répondre des valeurs multiples de x, on en pour- 
rait conclure que le plus grand commun diviseur 
des polynômes Xl m ) et AW, doit être d’un degré su- 
périeur au premier, du troisième degré, par exem- 
ple , si , pour chaque racine y , on doit avoir une 
valeur triple de x. On rencontre ce cas dans le sys- 
tème suivant 

x , -+-ajx 3 -H(ay , -+-i)x , +(y 3 -hqy , -t-y- — %j)x+f — o 
x 3 4-ayx , -+-2y J aM- i y 3 4-9y J — 8i — o, 

qui donne x’+yx+y’ pour diviseur commun , 
puisque le reste correspondant est qy’ — 8i , en 
sorte qu’à chaque valeur y=±3 déduites de l’é- 
quation finale 

ar’— 8i —O, 

répondent deux valeurs de x. On ne rencontre pas 
ici de diviseur du premier degré. 

Le système d’équations 

(y‘—5y+6)x s +(iy 3 —i iy >+ 1 ’jy— 6)x' y 3 + 
i Sy " — aay+ 1 a)x — (y* — fiy’-Hiay — i iy-t-6)— o...(r) 
(y 1 — 5y-b6)x , +(y > — 6y* -+- 1 1 y — 6)x — 

(y 3 — 1 6y* -4 - 1 iy—6)=o (a) 
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conduit à un diviseur du premier degré, qui égalé 
à zéro , donne 

(/’ — 5yy-6)x—(y' — 5/4-6) =o (3) 


d’où l’on déduit x — 


y'— 5/4-6 
/*— 5/4-6* 


fraction qui de- 


viendrait ? , si /’ — 5/4-6 devait être facteur de l’é- 
quation finale, auquel cas on aurait,/’ — 5/46=0 : 
mais sous cette seule hypothèse, les deux propo- 
sées sont satisfaites , parce que /’ — 5 /4-6 est un 
facteur commun à tous leurs termes ; en sorte 
qu’ici on n’a que des solutions en / données par 
y — 5/46=0. Nous reviendrons plus loin sur cette 
circonstance qu’il était bon de remarquer. 

Généralement , on n’obtient de valeurs multiples 
de x, que pour quelques-unes seulement des racines 
de l'équation finale : alors on est conduit à un di- 
viseur du premier degré eu x , puisque lui seul 
peut faire connaître les valeurs non multiples de 
x , à moins cependant que les proposées n’admet- 
tent, par exemple, un diviseur du second degré tel que 
Yx' + Y’x+Y", Y répétant un des facteurs de l’é- 
quation finale, et Y\ Y" étant des polynômes en y 
qui ne deviennent nuis par aucune des solutions 
en y : car alors pour celles des racines y qui ren- 
dent Y—o, le diviseur précédent égalé à zéro, sa- 
voir Yx'-yY'x-+-Y"=o, se réduisant à Y'x+Y"=o , 
donnerait les valeurs non multiples de x, tandis 
que , pour le surplus des solutions en y, il fourni- 
rait des valeurs doubles. A l’exception de ce cas , et 
en supposant que fï , soient des racines de l’équa- 
tion finale, qui donnent x = ~ , les autres racines 

o 
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ne produisant pas cet effet, nécessairement les coéf- 
ficiens y/ et B du diviseur Ax — B, auront pour fac- 
teur (y — £)(/• — p'); conséquemment, si avant de pro- 
céder à la division du diviseur du second degré 
A'x'+Bx+C , par celui du premier Ax — B , on 
supprime dans A et B, ce facteur que nous sup- 
posons n’ètre pas commun aux coéfficiens A , B 
et C , suppression qui facilite la division, l'équation 
finale pourra perdre les racines fl et p', et seulement 
celles-là , en sorte qu’elle ne contiendra plus que 
celles des racines y qui donnent des valeurs non 
multiples de x. Ayant donc découvert et supprimé 
ce facteur (y — p)(jr — £') , il faudra le mettre à part, 
et le résoudre ; que si pour ses racines y=$, y={l' f 
les deux proposées deviennent exactement divisi- 
bles par Ax'-\-Bx+C , on en conclura que les va- 
leurs correspondantes de x , sont données par 

A’x'-{-Bx-\-C — o: 

dans le cas contraire , on sera assuré que ces valeurs 
de y ne peuvent faire partie des solutions ; d’où on 
conclura encore que soit qu’on supprime ou quon 
laisse le facteur (>— P)(r— P') dans le diviseur Ax—B , 
il ne repassera pas en facteur de l'équation finale- 
Il faut observer que lorsque le facteur en question 
donne des solutions, la suppression dans le diviseur 
du premier degré , l’empêchera de s’introduire dans 
l’équation finale qui étant d’un degré moins élevé, 
n’en est que plus facile à résoudre. Il y aurait pa- 
reillement lieu à la suppression d’un facteur com- 
mun en y dans les coéfficiens de Ax'+Bx-\-C , 
dans le cas où à quelques racines de l’équation 
finale, devraient répondre plus de deux valeurs de x: 
alors il faudra tenir compte des racines y , données 
par le facteur supprimé et égalé à zéro; et si, pour 
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chacune d’elles , le polynôme du troisième degré 
devient diviseur exact des denx proposées , on con- 
clura qu’elles sont autant de solutions en y : et 
comme l’équation finale est nécessairement dépouil- 
lée de ces racines, il arrive que son degré est abaissé. 
Enfin si l'une des racines de l’équation finale qui 
anéantit, par exemple, les diviseurs des premier et 
second degrés , réduit celui du troisième à un nom- 
bre, parce que les coéfficiens de æ 3 , a:’ et x de- 
viennent nuis, on doit prononcer que cette racine 
n’est pas une solution. 

Les exemples suivans éclairciront ces généralités. 

- Soit d’abord le système d’équations 

ax’ ~h@y — *jr')x — 3 y'=o 
x' -+- (3 — ay)x — 6y = o: 

en divisant la première par la seconde, on est con- 
duit au diviseur du premier degré (yy — %y ' — G)x 
-f-(iay — 3/ 1 ), dont les coéfficiens en y ont pour 
facteur commun y — 1 : en supprimant ce facteur, 
le diviseur précédent, égalé à zéro, devient 

(3 — ay)x-r—3(y‘ + ay) = o, 
et on trouve l’équation finale (*) 

( y * + 3 ]y'=o, 

laquelle fournit lesracines i 7 r =o, > ^=o,y^=:-f- \/ — 3, 
y~ — ✓ — 3 , auxquelles répondent x=o,x= — 3. 


(*) Dan» la division de x*-H(3 — a/)x— 6/ par (3 — %jr)x~ 
30 r ’-t- 3.y), on introduira en facteur du dividende le coefficient 
3 — a/ : on aura la même attention , avant de faire ladivmon du 
reste par le même diviseur du premier degré. Nous examine- 
rons plus loin ce qui peut résulter de l’introduction de ces fac- 
teurs étrangers. 
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Reprenons le facteur supprimé y— 2 ; en l’égalant 
à zéro, on a ^=3 a, valeur qui, reportée dans les 
proposées, les changent dans celles-ci 

2(3:’ — x — 12)3=0, x * — x — ia = o, 

qui s’accordent et qui donnent x = 4 > * = — 3 , so- 
lutions dont chacune doit être prise avec y=. a. Si 
on n’eût pas supprimé le facteur y — a, on aurait 
eu l’équation finale 

Cr— *)(/■-+- 3 )T= o, 

où se reproduit la racine y — a , ce qui devait ar- 
river. 

Soient, en second lieu, les équations 

/x 1 — 6 x* — yx 4- 6 =0 (1) 

2X S — 3 yx’ — a y'x 4- 3 y 1 —o (a) 

dont la première est du quatrième degré et la se- 
conde du troisième : on trouve pour le reste de la 
division du premier polynôme par le second, 

( 3 /’ — 1 a)x* 4- (27 ’ — a/)x — 3 y* 4-' j a ( 3 ) ; 

en continuant l’opération d’après les règles indiquées, 
c’est-à-dire, divisant (a) par ( 3 ), et ainsi de suite, 
011 est conduit à ces restes 

( _ 1 y -+- — 24)04-9/*— 36/* ... (4) 

(36/* — 3 4/* — 1 8oj*-f- a 88)o- — y*y — 96^4- 588/* — 480/-. . .(5); 

En cherchant, s’il existe un facteur commun en 
.J dans ( 5 ), on découvre a (y 4 - j) (y — 1), qui n’est pas 
commun à ( 4 ); après la suppression de ce facteur, 
on obtient pour diviseur du premier degré en x, 

0 3 'y* — 4 — 144 )* — 6 f — Slxj* 4- 24 oy . . (fi); 

achevant l’opération, on parvient à l’équation fi- 
nale 
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— * -t-3üa47-‘”_4any* — 88128/ ‘-1-459648/* — 746496*-* 

-h»^ 883 a=o, 

laquelle, divisée par 27, devient 

ÿy ‘ ’ — 1 12/“ * + 1 56/*+ 3264/* — 17024/* +27648/* — 9216=0.. (7) 

Cette équation donne les racines 

y=±l,y=± j,7 = ± 1^6, y=± t/— 6, 
dont chacune des deux premières ± 2 se répète trois 
fois. La substitution de ces valeurs de y dans (6), 
donne ces solutions correspondantes en x, 
ar = ± 3 , x — ± i , x=± 1/6, x = + 1/ — 6. 

On trouve de plus, en égalant à zéro, le facteur 
commun supprimé dans ( 5 j, ces deux racines 
T=+ 1,7— — 1, 

auxquelles répondent les suivantes pour x, d’après 
le diviseur (4) égalé à zéro, 

x= ± 1 , x — ± r , 
couples qui satisfont aux proposées. 

Soit, en troisième lieu, le système d’équations 
/x 5 + Zyx' —y'x' + (y+ i)x — y—o 
yx* -H ( 3 / — r)x’ — y'x + y — 1 = 0, 

la première du sixième degré et la seconde du cin- 
quième : on trouvera ces diviseurs successifs des 
troisième et second degrés 

( 3 )...x + 2x — y, [y — i)x’ -+- (y — 1) ( 4 ): 

lorsqu’avant de procéder à la division de ( 3 ) par 
( 4 ), on supprime dans (4) le facteur^ — i, on 
trouve le diviseur du premier degré en x, lequel 
égal à zéro, donne 

x—y=o, 

et l’équation finale 

y' + i=o, 
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d’où on tire ces couples de valeurs 

j— -h 1/ — i eta! = + v / — i ; 

.J— — v ' — i et x = — \/ — i. 

Reprenons nlaintenant le facteur commun supprimé 
y — qui, égalé à zéro, donne 7=1 : cette valeur, 
portée dans (3j, donne 

a:’ -+-2* — i , 

diviseur exact des deux proposées, après la subs- 
titution 7=1 : ce diviseur, égalé à zéro, fournit 
trois valeurs de x , qui font autant de couples avec 
y — i si on n’a pas découvert et supprimé ce facteur 
y — i , on est conduit à ces deux équations 

(jr—i)x—jr(jr—i)=° 

(/— OO" + 0 = o : 

la racine 7 = 1 de la dernière, reportée dans les 
diviseurs des premier et second degrés, les réduit 
à zéro, ou, ce qui en est la conséquence, donne 
o 

x—— 

O 

Soit , en quatrième lieu , le système 

yx i +(2jr-t- i)x 3 — yx * — jr*x — (7+ i)=o (0 : 

on trouve ces diviseurs 

(1). . .x* + x' — x — 7% (7+ 0®’ — (7+0 (0 

faisant la division, en supprimant le facteur 7+ 1, 
on parvient enfin à 

fx — 1=0,7* — 1 = 0: 

il est évident que la racine 7= — 1 d e l’équation 
finale, ne peut être la même que celle qui serait 
fournie par l'égalité à zéro du facteur 7 4- 1 , sup- 


Digitized by Google 


ÉLÉMENS D’ALGÈBRE. 399 

primé dans le diviseur du premier degré. L’équation 
finale revient à celle-ci. 

(r — 0 (/ + 7 * + * )■ = ° » 

et toutes les racines qu’elle fournit donnent des va- 
leurs non multiples de x. Au contraire, la racine 
y = — 1, provenant de jr-\- 1 =0, change celui du 
quatrième en x*+x' — x — 1 , qui divise exactement 
les deux proposées sous la même hypothèse. On con- 
clut de là que si on eût conservé dans (4), le facteur 
y 4 - t , il aurait passé dans les diviseurs des second 
et premier degré, et dans l’équation finale qui au- 
rait pris la racine double y = — 1. 

Soit enfin le système d’équations 

j '( j — 0 *’ +7(7— 1>' + Lr’Cr + 0 + 

jrijr— 0 ]®+ 7 — 1 =° 

j{y— »>* + (/■— i)x+y{j + i)=o: 

on trouve ce diviseur du premier degré y(y — i)x 
+ y — i qui, par la suppression du facteur^ — i, 
se réduit à yx -+- 1 ; dans les deux cas, on obtient la 
même équation finale 

d’où l’on tire ces racines y—o, y— — i, lesquelles, 
substituées dans 

yx 4 -l=o (a), 

donnent la première x = — et la secondes = i. 

Examinons le coupledesolutionsj r =o,a: = — ^ : la 

substitution y—o dans yi-H=o, donne i ==o , 
résultat absurde (397): la même substitution faite 
dans les proposées, les réduit à — 1 = 0, — x = o. 
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Par suite des équations (i) et (a), les proposées sont 
satisfaites. Le facteur supprimé, égalé à zéro, donne 
j=i, valeur qui réduit les équations données à 

a x=o, a = o, 

résultats contradictoires et desquels on doit conclure, 
i° que la valeur jr=i doit être rejetée; a° que toute 

valeur de jr , qui donne x = ^, ne fait pas nécessai- 
rement partie des solutions en f, et il arrive alors 
que soit qu’on laisse, soit qu’on supprime le facteur 
correspondant en y , il ne repasse pas dans l’équa- 
tion finale. 

agg. Il n’arrive que bien rarement, ainsi que nous 
l’avons déjà observé ( ag4 ) , et qu’on l'a remarqué 
dans les exemples précédens , que les divisions suc- 
cessives donnent des quotiens sans dénominateur 
en y, et cependant il importe de les obtenir tels : 
à cet effet, il suffira toujours d’introduire un fac- 
teur dans le dividende, ou quelquefois d’en sup- 
primer un commun à tous les termes du diviseur; 
il peut même arriver qu’il y ait, en même temps, 
lieu à introduire et à supprimer un facteur , tou- 
jours fonction de y. Dans la recherche du plus grand 
commun diviseur, en tant qu’il existe sans aucune 
condition , ces opérations n’altèrent pas le résultat 
cherché; mais il n’en est plus ainsi dans celle qu’on 
fait ici : il s’agit donc d’examiner l’influence sur le 
dernier diviseur et sur l’équation finale de ces fac- 
teurs supprimés ou introduits. 

Désignons, pour plus de simplicité, les polynômes 
qui forment les premiers membres des proposées, 
et les restes, ou diviseurs consécutifs, par X, X, 
X ", X "' , etc, : et supposons d’abord qu’il existe un 
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♦acteur en y, commun à tous les termes de X , sans 
l’ètre aux termes de X , facteur que nous représen- 
terons par Y s , pour rappeler qu’il est supprimé : 
les proposées seront de la forme 

X O , 1 j X X I O , 

et il est clair que leurs solutions se composeront, 
i° de celles de X=oetX\=o-, a°de celles de X=o 
et Y, = o; donc on pourra, en effet, supprimer le 
facteur Y,, pourvu qu’aux solutions de X=o et 
X t = o les seules données par le calcul, on joigne 
celles de X=o et Y, = o. Pour obtenir ces dernières, 
on posera Y,=o , qui donnera ^=7, ==7', ==7', etc., 
valeurs qu’on reportera successivement dans X—o t 
qui donnera les valeurs correspondantes de x\ il est 
cependant essentiel d’observer que celles de ces ra- 
cines^, qui anéantiraient les coéfûciens des termes 
en-j dans A r =o, doivent être rejetées, puisqu’elles 
donneraient cette conclusion absurde qu’un nombre 
doit être nul. 

Supposons , en second lieu , que le facteur en y, 
toujours premier avec le premier terme du dividende, 
ne soit pas commun à tous les termes du diviseur: 
pour avoir un quotient entier, il faudra multiplier 
le dividende par ce facteur que nous noierons par 
Yi pour rappeler qu’il est introduit; mais alors aux 
équations X=o, X = o , on substitue celles-ci 
Yi x x ,=o , X —o , 

lesquelles sont satisfaites, non-seulement par les so- 
lutions de x, = o et X=o, mais encore par celles 
de Yi = o et X = o : d’où il résulte que les équa 
tions formées du dernier diviseur et du reste en y, 
égales à zéro, doivent donner de trop les solutions 
du système Yi—o et X'=o, lesquelles sont étrangè- 
res aux proposées X=o et X—o. 

a6 
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Enfin il peut arriver, en même temps, que le coeffi- 
cient en y du premier terme du diviseur, soit décom- 
posable en deux facteurs, l’un commun à tous les ter- 
mes de ce diviseur, et l’autre premier avec le coéffi- 
cient analogue du dividende : soient toujours Y, le 
facteur de la première espèce, et Yi celui de la se- 
conde : en supprimant Y,, on supprime ou on peut 
supprimer des solutions, et il faut les restituer; en 
introduisant Yi, on ajoute ou on peut ajouter des 
solutions, et il faut les supprimer. Nous verrons 
bientôt comment on peut empêcher que ces der- 
nières ne s’introduisent. 

Généralement, soient Y,, Yi , Y,". les facteurs 
en y, supprimés dans les polynômes V, V, V"..., par 
lesquels on divise U, If ,V" ... , et soient Yi, Yi, Yi"...., 
les multiplicateurs en ^introduits dans U, U', U", en 
tant qu’ils sont facteurs du premier terme de chacun 
des diviseurs V , V ’, V" . . i! faudra, aux solutions 
données par le dernier diviseur égalé à zéro, et par 
l’équation finale , ajouter celles qui sont fournies 
par >•* 

U— o et Y,— o, U et Y,' —o,U"~o et Y," — o etc. 

après s’être assuré qu’elles satisfont aux proposées , 
et parmi ces solutions, supprimer celles de 

r=o et E, = 0, r=20e t *7=0; r"=o et Yi"=o, etc. 
après avoir reconnu qu’elles sont de trop. • 

3 oo. Lorsque les premiers membres des proposées 
sont décoroposables en facteurs tels que F, F, F', etc. , 
pour l’une , f , f , f” , etc. , pour l’autre , facteurs 
fonctions de ce et y, on aura à résoudre le système 
des équations 

i’xfxf'X etc. =0, /x/'x/"etc. = o: 


Digitized by Google 



ÊLÉMENS D'ALCÈBRE. 4o3 

à cet effet, il suffira de résoudre ces combinaisons 
deux à deux 

F =.o,f=o\, [F = o,f=o], [F =o v /"=o], etc. 

F — o, f—o , F =o,f=o , F = o,/"=o ,etc. 

F'=o,f=o , [F'=o,f?=o\, [F'=o,/"=oj,etc. 
etc. etc. etc. 

Soient, par exemple, deux équations, l’une du de- 
gré m, l'autre du degré n, ainsi résolues dans tous 
leurs facteurs du premier degré 

i 

[x—{p , 4- ? , /)] F X (j) , + . -[J C—(p n +q m jr)]=o 

[x— ( r + .s , jr) ] [x— -(r, -t- J ,j) ] . . .[x — ( r„+s*jr)]=o, ‘ 

où P. 1 q. ■< P., q, sont des 

nombres : on obtiendra toutes les solutions qu’elles 
comportent , en combinant chacun des m facteurs 
du premier produit, égalé à zéro, avec chacun des 
n facteurs du second produit , pareillement égalé à 
zéro : ce qui donnera , en totalité , mn équations du 
premier degré en x et jr, et conséquemment pareil 
nombre de solutions : d’où l’on conclura que le 
cjegré de l’équation finale résultante de deux équa- 
tions ainsi formées, ne peut excéder le produit mn 
des degrés des proposées, proposition qué nous dé- 
montrerons dans ce chapitre, et que nous étendrons 
dans la seconde section de ce traité, à un nombre 
quelconque d’équations de degrés quelconques entre 
pareil nombre d’inconnues. 

3oi. Il peut arriver i° qu’à toutes les racines y 
de l'équation finale, réponde la même valeur de x; 
•x° qu’à plusieurs de ces racines, réponde une même 
valeur de x, et que, pour les autres, on obtienne 
des solutions en x , toutes différentes; 3° que pour 
plusieurs des racines y, on ait une même valeur 
de x, et qu’à plusieurs autres des mêmes solutions 

ofi. 
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en y, réponde une même autre valeur de x. Nous 
supposons toujours les deux polynômes ordonnés 
suivant x. 

Le premier cas a visiblement lieu, lorsque le di- 
viseur du premier degré en X , est indépendant 
de y, ou lorsque les coéfficiens A et B sont les 
mêmes fonctions en y, à un facteur numérique près, 

parce qu’alors x = ^ est un nombre. 

Le second cas est donné par un diviseur en x , 
de la forme x — n-t-<py, n étant un nombre, et par 
une équation finale telle que <fyy.Jy = o , <p et f 
étant des signes de fonctions : car pour les racines 
y de <fjr=o, on a constamment x = n donnée par 
x — n-f-(p^=o, tandis que pour celles de fy=o , 
on obtient des valeurs inégales de x. 

On aura le troisième cas , si l’équation finale en y, 
étant fyy, <?y= o , le diviseur enx est, par exemple, 
réductible à la forme (x — n — fy) (x—ri — <j>y). En 
effet , pour toutes les racines de Jy= o, on a ces 
solutions x—n, x = ri+(yy); et, pour celles de 
ç y=o, on aa :=ri , x=n + (fy), en notant par ( <?y ) 
et {/y) ce que deviennent <?y, en remplaçant ^parles 
racines d efy=o, et fy parles racines de <py=o. 

3oa. Le système d’équations 

i (x — y) 3 (x'+i)=o 

(x— a y-h i ) 3 (>— i) —o, 

offre une particularité qui n’a pas encore été exa- 
minée , et qui consiste en ce que, pour une racine 
de l’équation finale, on trouve plusieurs valeurs éga- 
les de x : en effet, ky= 1 répond (x — i) J , si on eut 
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donné les polynômes non décomposés comme on le 
voit ici, on aurait été conduit au diviseur du troi- 
sième degré 

( 9/ 1 — iyr+ S)® 3 -!- (— 37 _x j -+- 4 tx’ — 1 8 y-+- a)x’ -4- (2 4/^ 
— 3ljr' + i6jr — 3)x-t-( — — 2 ) 

qui , pour y— 1 , se réduit à 

a(x s — 3x’-t-3x — i)^a(» — i) s : 

eeux des second et premier degrés, qui deviennent 
nuis pour cette racine y , sont trop compliqués pour 
que nous les rapportions ici. 

Il est facile de voir ce qui arriverait dans le cas 
où, par exemple, ày=p devraient répondre trois 
racines x — a , à y= (i' devraient répondre deux 
racines x— a', etc. 

3o3. Il peut arriver que les deux équations im- 
pliquent un facteur commun introduit par la ques- 
tion , facteur qui peut être fonction de l’une ou 
de l’antre, des deux inconnues, ou fonction des deux 
à la fois. 

Supposons que ce facteur ne soit fonction que 
de x : les deux équations reviendront aux suivantes 

fx x F[xy) =o,fxy. <?(x,y) = o , 

où f, F et <p sont des signes de fonctions. Ces équa- 
tions seront satisfaites (3oo) sous -ces hypothèses 

i° fx = o. 

2 °..../x=o, <p(xy) = o 

3°. — fx=o, F(xy)—o 

4° F{xjr) = o , 9(xy) = o. 
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La première donne un nombre déterminé de va- 
leurs x=a, =<*',=*", etc., qui sont des solutions 
des proposées, indépendamment de toute valeur dey. 
Examinons la seconde : pour avoir les solutions du 
système a®, il faut résoudre fx—o qui donnera , 
par exemple, x=a, =«, ==«'' etc.; chacune de 
ces valeurs écrite pour x dans ’f(xy) = o , laissera 
une équation déterminée en y , de laquelle on dé- 
duira des valeurs de y qui se conjugueront avec les 
valeurs ci-dessus de x , tandis que précédemment il 
u'existait aucune restriction à l'égard des solutions 
en/, qui n'étaient limitées en aucune manière: 
le système 3° conduira à la même conclusion. 
On ne peut donc attendre de nouvelles solutions 
que du système 4°? traité par la méthode connue: 
en effet , aux valeurs de y déduites de l’équation 
finale , répondront , en général , des valeurs de x 
fournies par le diviseur du premier degré j4x — B—o , 
valeurs différentes de celles qui résultent de fx—o. 

Par rapport à ce facteur communyi introduit par 
la question , la condition du dernier reste nul 
ayant lieu , l’équation finale doit être de la forme 
o — o , en sorte qu’après avoir opéré sur les deux 
proposées, à l’effet d'en trouver le commun divi- 
sctir, et découvert qu’il en existe un tel que fx , 
parce qu’il n’y pas de reste en y , on tient compte 
des solutions données par fx—o, puis après avoir 
divisé les premiers membres des équations données 
par /x, on applique aux deux quotiens la méthode 
de ce chapitre, qui fait trouver le surplus des so- 
lutions. 

Supposons en second lieu que le facteur commun 
soit en x et y, et désignons-le par f{x,y) : les deux 
équations seront de la forme 
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/0«\r) X F(xjr) — O , /(»,/) X ?(x,y) = o 

et elles seront satisfaites en même temps que celles-ci 

*° /(®vr)=o 

2 ° /(*,/) =0 , 9 (ay) =° 

3® f\xy)=o, F(xy)=zo 

4 ® F{x,y)=o, <f(xy)==o. 

La première équation f(xy)—o comporte un nom- . 
bre infini de solutions , puisqu’on peut prendre 
pour y toutes les valeurs possibles sans aucune limi- 
tation , et que pour chacune d’elles on a un nombre 
déterminé de valeurs de x. Chacun des systèmes 
2 0 et 3° n’admet qu’une partie des solutions de i® : 
en effet, lorsque les deux équations 

f(x,y) — °, 9 (xy) = o, 

par exemple, existent ensemble, on ne doit parmi 
les valeurs de y en nombre infini que comporte la 
seule équation f(x,y)xsza, admettre que celles qui 
font acquérir un facteur commun en x aux deux ' 
équations ci-dessus. On en dirait autant de la com- 
binaison 3®. La combinaison 4° est ta seule qui 
puisse fournir de nouvelles solutions. Dans ce cas , 
comme dans le précédent on est averti de l’exis- 
tence du facteur commun par l’équation 

finale qui est alors de la forme 0 = 0 , ou par un 
reste en y , identiquement nul. 

Soit le système d’équations 

(3 y+ 5)® ’ ■+• (3/’ -+- 1 oy+6)x—y i — Sy * —6 y = 0 
x 1 — — i)x—{\y 3 +y=o: 

h la troisième division, on trouve pour commun 
diviseur du premier degré en ®, 
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• \ 
f/ 4 — i o /’4-35/’ — 5o/4-a4);r— / s 4- xoy* — 35/ ! 4- 

5oj’— a4/ 

et pour équation finale O—o ; ce qui annonce un 
facteur commun préexistant dans les deux propo- 
sées : le polynôme précédent revient à 

(J 4 — i o/ 3 4- 35/ ’ — 5o/+a4)«— /(/— i o/ J 4- 35/* — 
5o/-f-a4) 

et en l’égalant à zéro , on en conclut le facteur x — -/ 
commun aux proposées : qu’on divise maintenant 
celles-ci par x — -/ , et on aura à traiter ces deux . 
équations 

f 

x' — (a/4- 5)® 4-/’ -4- 5/4-6 = o 
x' — 4/X4-4/* — i =o: 

en leur appliquant la méthode générale , on parvien- 
dra à ces deux équations 

(a/— 5)rr— 3/ * 4- 5/4- 7=o 
jr* — ro/’-t-SS/’ — 5o/-t-a4 = o: 

cette dernière donne les racines / = i , / = a , 
/=3,/=4, auxquelles répondent x— 3 , x = 5, 
jc = 5, x= 7 ; solutions des proposées, non com- 
prises dans x — -/= o. 

Soit, en second lieu, le système d’équations 

(x' 4-/ ’ )(/ x 6) (x i ) = o 
(*•+/• )(ax— 3/)(x— /)=o : 

ce système comporte d’abord un nombre infini de so- 
lutions, fournies par le facteur commun æ’4-/’ égalé 
à zéro. En partant de ce qui a été dit (3oo) , il fau- 
drait faire toutes les combinaisons deux à deux des 


t 
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facteur» des deux proposées ; mais d’après ce qui 
précède , les combinaisons du facteur commun avec « 
chacun des autres , doivent être rejetées , et on 
ne doit traiter que les équations quotiens 

(jx— 6)(ar— i) = o, (ax— 3 /)(x— y) = o , 

qui fournissent ces combinaisons 

* yx — 6 = 0, ax — 3 j=o; 

yx — 6 = 0 , x — y — o 

x — 1 = o , "xx — 3 y= o 
x— 1 —o , x — y o j 

d'où l’on déduit ces autres solutions différentes des ' 
premières , savoir : 

y=+ a et x— 3 ; y= — a et x— — 3 , y—± 1/6 et 

x=± 1/6; y=+ 5 et x — + 1 ; y= r et x= + i, 

dont aucune n’est comprise dans x'-{-y'=o. 

Supposons enfin que le facteur commun intro- 
duit par la question , ne soit fonction que de y , on 
que les proposées soient de la forme 

/y x F(xy) — o, fy x ?(x,j)= o : 

on aura ces combinaisons 

i°. . . .F{xyr) — o 

/j=o, f(xy)=o 

3 d fy —o, F(x,y) — o, 

4 ° F(xy) — o, 9 ( xy ) = o : 

* 

d’après la première, les deux équations sont satis- 
faites par un nombre déterminé de valeurs de^', in- 
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dépendamment de x : il est clair que les seconde 
et troisième combinaisons ne font que restreindre 
les solutions données par^=o, puisqu’en tirant de 
cette équation des valeurs de y, et les reportant suc- 
cessivement soit dans ?(«•,?•) =o, soit dans F(x,y)=o t 
on a des équations qui ne peuvent plus être satisfaites 
que par un nombre déterminé de valeurs de x. -Il 
faut donc passer de suite au système 4° et le traiter par 
la méthode générale , pour avoir le surplus des so- 
lutions. On observera ici que si l’on n’a pu décou- 
vrir d’avance ce facteur commun /y, et le suppri- ' 
, mer, il passe dans tous les diviseurs successifs et 
dans l’équation finale qui est réductible à la forme 
fyx $jr=z:Oy <î>y^o faisant connaître les solutions 
en y qui conviennent au système 4°» tandis que les 
racines 7, 7', •/'etc., de l’autre facteur Jy=o, substi- 
tuées successivement dans tous les polynômes et 
dans les proposées , les anéantiront indépendam- 
ment de toute valeur de x : on tire de là un moyen 
de composer le fadeur fy : à cet effet-, on multi- 
pliera entr’eux tous les facteurs correspondais à ces 
racines 7, 7, 7" etc., de l’équation finale, put» on di- 
visera les premiers membres des équations données 

P ar Jy- 

Si fy n’était facteur que de l’une des proposées , 
ou si l’on avait 

F{x,y) = o, Syxo{x,y)=o, 
on aurait à traiter ces systèmes d’équations 

F{xj) = o, Jy=xo 

F ( x : f) — 0 > — 

Pour le premier, on résoudrait d’abord fy—o dont 
on reporterait successivement chacune des racines 
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dans J’\x,y) = o, d’où on tirerait un nombre dé- 
terminé de valeurs conjuguées de x. Il pourrait 
cependant arriver que l’une de ces racines y ré- 
duisit F[xy) à un nombre; on la rejetterait ainsi que 
celles qui produiraient le même effet. Au reste, ce 
cas rentre dans celui que nous avous examiné (299). 
Il peut encore arriver que l’une des équations ait 
pour facteur une fonction de x, ou une fonction de 
x et y, circonstances qui ne peuvent présenter au- 
cune difficulté. 

3 o/|. Les deux exemples suivans offrent le cas où 
l’un des diviseurs, qu’on rencontre dans le cours de 
l’opération , renferme un facteur commun , fonction 
des deux inconnues. 

Soit, en premier lieu, le système d’équations 

. jV-fjrV— Cr*+y— vK+Cr*— /+o*— 

(S +/)=*> 

y'x*+yx'~- 4 y*-\ry’ — i)x+y — 1 —o .- 

on trouve pour diviseur du second degré yx*-\-x — 
f — y, savoir : yix? — y*)+(x — y) ayant pour facteur 
commun x — y. Si l’on continue la division , sans 
supprimer ce facteur , on obtient ces deux équa- 
tions 

x+y—i = o, y 2 -H l -, y— ^=0, 
dont 00 tire ces solutions 

1 r 

y = — 1 et x = a , y= - et x = -• 

En supprimant le facteur x — y, on parvient à ces 
équations 

x+y— 1=0, y+1—0, 
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qui ne donnent .que le seul couple de valeurs 

y— — i et x — a : le couple qu’on ne retrouve pas, 

est celui-ci y = - et x= ^ qui satisfait au facteur 

commun supprimé x— y. 

Soient , en second lieu , les deux équations 

7* s — . jx'— ( f— y— a> 3 -+• {y 3 — y * — y — i>*— 
(y—i)x — 0 , 

yx'—iy ’ —y— i )x ' — y ’ x y = o : 

on trouve pour premier reste, ou pour diviseur du 
troisième degré , x 3 — {y" — i )x — y , c’est - à - d ire , 
x(x’ — y')-\-x — -^qui contient le facteur x — y : en 
continuant la division , sans supprimer ce facteur 
x — y, on est conduit aux deux équations 

— O*— 7—' 0*— 7=°> X/'— 7 = 0 ’ 

dont la dernière revient à 

y{y— 0(7’— 7 — *7—0 = ° : 

d’où on tire facilement les solutions 

y —o et x — o\ y= i et x — i. 

Iæ surplus des racines y serait fourni par 

7’ — 7’ — a 7 — 1 —°i 

équation que nous n’entreprendrons pas de résou- 
dre. Qu’on fasse maintenant la division, en débar- 
rassant le diviseur du troisième degré du facteur 
commun x — y : on sera conduit à ces deux équa- 
tions 

yx+y- 1 - i = o, y'—y'—zy — 1 = o > 
qui ne donnent plus les deux couples de solutions 
y=o et x=o, y— i et x=i, 
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qui rendent nul le facteur commun et suppri- 
mé x — y. 

Il faut donc encore mettre à part ce facteur en 
x et y, et le combiner ensuite avec les deux propo- 
sées pour obtenir les systèmes de valeurs, qu’ou perd 
en le supprimant. En effet , dans l’exemple précé- 
dent, si on égale à zéro le facteur supprimé, on en 
tire y=x dont la substitution, dans les équations 
données , les réduit à 

x{x — i)’ —O , x{x — i ) = o, 

qui s’accordent à donner x = o, et x — i , valeurs aux- 
quelles répondent y=o et y — i, d’après x — y—o. 

3o5. Lorsque le dernier reste est indépendant de 
y , c’est-à-dire, lorsqu’il est un nombre, on en cou-, 
dut ( 297 ) qu’il y a absurdité dans la question, ou, 
en d’autres termes, que les deux équations sont eu 
contradiction. Pour mettre cette proposition en évi- 
dence , soit le système d’équations 

y*' — Cr’ — 3j— I )x+y —0 

x' — y* +3 = o : 

le dernier reste sera 3, qu’on ne peut égaler à zéro, 
en sorte que les deux proposées ne peuvent admet- 
tre de facteur commun dépendant de x. Le diviseur 
qui donne le reste 3, est x-hy : maintenant pour 
mieux reconnaître l’incompatibilité des deux pro- 
posées, posons 

*—y=Q, */=</; 

et on aura 

yx' —(j , —3y—i)x+y=(x+y)Q ' +3 <?+x+y=o 
a?— y*- f-3 = (*+ÿ)Q+ 3 = o 

équations dont la première est le multiple (/ de la 
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seconde, augmenté de x+jr : d’après cela, l’équation 
finale doit dire et dit, en effet, que si l’on pou- 
vait supposer 3 — o, l’incompatibilité cesserait, et 
x-by deviendrait, en effet, commun diviseur. 

Lorsque les racines^- de l’équation fiuale ne four- 
nissent qu’un commun diviseur numérique , les 
équations ne peuvent encore comporter de solutions 
eh x et y, et partant il y a impossibilité dans la 
question (297). 

3 06. Dans le cours des divisions qu’on est obligé 
d’effectuer pour parvenir au diviseur du premier 
degré en x , qui est, généralement parlant, le terme 
de l’opération, on peut, lorsqu’on parvient à un reste 
de même degré que le diviseur, employer encore 
ce reste comme dividende , ou le prendre pour di- 
viseur : les systèmes de solutions restent les mêmes , 
quoique le diviseur commun et l’équation finale 
puissent se produire sous des formes différentes. 

307. On trouve dans le i 5 e . cahier du journal de 
l'école polytechnique , une théorie de l’élimination , 

, due à M. Brel, professeur à t académie des sciences de 
Grenoble , appliquée à m équations de degrés quel- 
conques , entre m inconnues : cette théorie pour 
deux équations était déjà connue et même répandue 
dans la plupart des élémens d’algèbre : mais per- 
sonne avant lui n’avait encore fait connaître le 
moyen de débarrasser l’équation finale des racines 
étrangères qui s’y introduisent communément par 
la nature des opérations , comme on l’a fait remar- 
quer (299), et par suite d’estimer le degré de cette 
équation réduite aux seules racines qu’elle doit con- 
tenir. L’auteur a fait réflexion depuis que ce point 
important d’analyse pouvait être présenté d’une ma- 
nière beaucoup plus simple et qui permet d’abréger 
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considérablement les calculs. Tel est le sujet du 
mémoire de M. Dret, que nous allons faire connaître 
avec quelques changemens. 

• Soient 

X=o, X— o 

* 4 

deux équations complètes cm et jr, ordonnées par 
rapport à .r, la première du degré m et la seconde 
du degré n , en sorte que les premiers termes de 
X et X' soient x m et x", et supposons m>n — i. Si 
l’on cherche le plus grand commun diviseur des 
deux premiers membres , avec l’attention de mul- 
tiplier à chaque division, tout le dividende par le 
carré du coefficient en / du premier terme du divi- 
seur , ce qui donne de suite les deux premiers 
termes du quotient sans dénominateur en /, on 
obtiendra une suite d’équations telles que celles-ci 

X=X'Q+X" 

Y"’X'=X''Q'-+-X" 

Y"”X" == X"'Q"-t- X"", etc. 

où Q, Q', Q", etc., sont des quotiens, fonctions en- 
tières enx et/, et Y"’, Y"'’, etc., sont respectivement 
les carrés des coéfficiens en y des premiers termes 
des polynômes X", X'", etc. , coéfficiens qui ne sont 
pas facteurs dans les termes suivans (*). 


(*) Si l’on observe qu’en général le polynôme dividende est 
en x , d’un degré supérieur , au moins , d'une unité , au poly- 
nôme diviseur, on reconnaîtra qu’il y a lieu à deux divisions 
avant d’en venir à un reste d’un degré moindre que le diviseur , 
divisions qui se feront sans quotient fractionnaire, en multipliant 
le dividende par le carré du coéfficient de plus haute puissance 
de x an diviseur. 
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En vertu de la première équation, toutes les so- 
lutions ou couples de valeurs, données par X=o et 
X' = o , conviennent aux équations plus simples 
X'=o et X" = o, (295). La seconde prouve que les % 
solutions de X' = oet X"= o se composent des so- 
lutions de X" = o et X" =0 moins les solutions de 
Y "‘=0 et X" = o, puisqu’en effet les solutions de 
X’=o et X"'—o comprennent celles de X'=oetX — o 
plus celles de Y"* = oet X" = o. On voit par la troi- 
sième que pareillement les solutions de X" = 0 et 
X"'=o, se composent de celles de X'"—o et X""=o 
moins celles de Y"” = o et X" = o , et ainsi de 
suite. 

Si donc on dénote ,' en général , par le symbole 
|P,Q] la totalité des solutions que fournirait le sys- 
tème d’équations P=o et Q = o, on aura par ce 
qui précède , et , en ne considérant que trois équa- 
tions , 

[X, X' ] = [X', X" ] 

[X’, X"] = [X",X'"] — [Y'\X"J 
[X",X'"] = [X'",X""] — [Y"'\X"'J 

d’où nous conclurons 

[X.X'] = [X'vn — [Y"’,X"] — [Y'"‘,X"'] (o) 

et nous allons prouver que X"" doit renfermer Y* 
en facteur. En effet, X",X"',X"" étant des polynômes 
successifs des degrés n — 1 , n — a, n — 3 (*), à chaque 


On observera que, dans les polynômes proposés X et X' 
les plus hautes puissances x m et x" étant multipliées par l’unité, 

nécessairement dans les polynômes X", X'" les puissances 

les plus élevées de x seront x" 1 , x n *, x" ® ctc ‘> niais que 
ces puissances peuvent avoir des coéfficiens en y. 
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valeur 7 ' , = £,=?§',== fi", etc., tirée de Y" ‘=o, l’équa- 
tion X"=o dont le premier terme multiplié par Y" dis- 
paraîtra, donnera n — a valeurs de J? qui, prises avec 
celles de j**, devront également satisfaire aux équations 

X"'=oetX""==:o, comme on le conclut de ces équations 

• » • 

Y"’ X' = X"Q' -+-X'" ) , ‘ . 

Y'" * X " x 'Q" -f- X"' | *'* * * v J î ' 

donc X"", qui est un polynôme du degré n — 3 par 
rapport à x , devra devenir nul de lui-même, lors- 
qu’on y fera _/=[}, = £', — fi", etc., puisque, dans le 
cas contraire, l’équation X ""= o serait astreinte à don- 
ner plus de racines ir, qu’il y a d’unités dans son expo- 
sant : pour échapper à cette contradiction, ce polynô- 
me doit devenir identiquement nul. Le calcul prouve j 
en effet, que X"" est exactement divisible par Y"*. 
Quant à X", comme pour jr = $,= { etc., 
il reste généralement du degré n — a , c’est-à-dire , 
du même degré que X", il s’ensuit que, pour cha- 
cune de ces valeurs de jr, les équations X''=oet X'"— o 
s’accorderont à donner les mêmes racines pour x , 
c’est-à-dire, qu’on aura suivant la notation adoptée, 

[Y"‘,X'"] = [Y"\X"] ; 

en sorte que l’équation (a) se réduit à 

[xx\ = [X"',X-"] — [Y"\X'"J — [Y"'*,X'"]. .(«*) : 

soit maintenant x'"'=r"xY'’ ; on aura, d’après la 
même notation, 

[X"',X'"'] = [X"X" x Y"’]= [X"',F"] -+- [X'",Y"*] ; 

substituant pour [X"',X""J sa valeur dans (a"), on 
aura 


[X,X'j = [X'",F'"] — [Y'"’,X'"j (£). 

a 7- 
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En rapprochant {b) de (a), on .voit que la division 
de X"" par Y'", a fait évanouir les solutions étran- 
gères [Y"‘,X"] qu’avait introduites la multiplication 
par Y"’ : la division du reste suivant X'"" par Y'"’ 
ferait de même évanouir les solutions étrangères 
[Y"",X"'J que la multiplication par ce même facteur 
a iutroduites ; d’où il suit , en général , que si 
l’on a soin de diviser chaque reste, à mesure que 
l’on opère , par le carré du coéfficiént du premier 
terme de l’antépénultième reste, ou du reste dont 
l’exposant est moindre de deux unités, l’équation 
finale se trouvera débarrassée de toute solution 
étrangère. 

On observera que la conclusion précédente serait 
en défaut , si Y" était facteur dans plusieurs des 
premiers termes de X", parce que, dans ce cas% 
X"" pourrait être de même degré , au moins , que 
X" et X'", après les substitutions faites des valeurs 
de ^tirées de Y "‘ = o. Mais alors, et en supposant, 
pour fixer les idées , que Y" ne multiplie que les 
deux premiers termes de X" , on aurait à consi- 
dérer l’équation consécutive aux équations (a) , sa- 
voir 

y"* » . y>QW | jwi» 

où X'" est toujours du degré n — a, X"" du degré 
n — 3 et X"'" du degré n — 4 : or , les deux pre- 
miers polynômes X'" et X"" devenant nuis par n — 3 _ 
valeurs de x , pour chaque valeur de y , tirée dé 
Y"’ = o, le polynôme X'"" ne serait pas d’un degré 
assez élevé pour admettre ces n — 3 solutions eu x ; 
donc il renfermera le facteur Y"*. 

Soit le système d’équations 

x i +yx — y+y ' — a ~ o 
'x i +(t+y)x , —y^i+y)x — i =o: 
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après la première division, on trouve le reste 

—(i+y)j:'+jr('i+y)x—jr‘+y—i , 

de sorte qu’il faut multiplier le dividende corres- 
pondant x î +(n-j)x’ — -y(i+jr)x — i par ( i +/)’ • 
les racines étrangères qui résultent de là , sont don- 
nées par 

( i.+jY = 0 y /(*+/)*— /’+/*— T =0: 

P ’ . ' 1 ' 1 

en continuant l’opération, on parvient au reste du 
premier degré en x • 

— t)x — — aj 4 -f-3/ 3 — 2j ' — 67 — 2 

*■ _ • ■ i -• 

et à l’équation finale 

i ï/ 6 — 77JT 5 — 7 1 / 1 
+ag^ î -*-67j 3 -t-3a/-t-5 = o , 


.u i 


"t 


laquelle divisée par ( 7 -t- « )* , deviendra 

t\ ÿ> — 6 j * — i 17’+ 1 l\y r '+ 1 4j 5 — 3 1 — aQ_x 3 + 1 87* -+- , 
■ ,** 74 - 5 = 0 , f 

et ne contiendra plus que les solutions vraies en y. 
Les valeurs correspondantes en x, seront données 

P ar * • 

*.r*+ïr*— $.7*+*. ?+&+.* i 

Pf+ir-' 

308. On pourra. s’exercer à la pratique de l’éli- 
minatiou , sur les exemples consignés vdaus? le ta- 
bleau ci-joint où nqus ayons eu soin de les varier, 
de manière qu’ils offrent tous les cas énumérés. 

30 9 . Nous allons démontrer que le plus haut degré 
auquel puisse s'élever T équation finale i qui résulte 
de [élimination dune inconnue entre deux équations 

a 7 ■ 
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complètes qui en renferment deux , est le produit 
des nombres qui expriment les degrés respectifs de 
ces équations. 

Représentons simplement les deux proposées com- 
me il suit : • ' • • • . ; 

[x m -f- ] = o, [•*"+ ] — o; 


et opérons conformément à la méthode. Dans la 
division de [.r n, -t- etc.] par [ x n -+- etc.] , lé terme de 
plus haut exposant de x dans le reste, sera x"—', 
et comme tous les termes du dividende ont le 
même nombre de dimensions en x et jr, nombre 
qui est m , le polynôme en y, facteur de x”-', sera 

Désignant donc ce premier reste par 


R , on aura 

i(m— n+i) 


R 




4 -etc. 


.(«o). 


Dans la seconde division qui est celle de 

par le polynôme. . . . 

. r •' ^Am3Eau«s . 

« , Jar n — ‘-f- l e terme d’exposant 

plus élevé de x dans le reste, est x n ~ », et comme 
tous les termes du dividende, sont homogènes et 
du degré a(m — «4-i)-t-n, il s'ensuit qu’en désignant 
par js le degré ;du polynôme en jr, facteur de x n — » 
dans ie reste, on aura , . , r ■ , 

z -4 - n — i = i » (fi — rt+i) -+-n, d’où s— a (rn — «4- a) : 

..:^l #-A zsjvf Ju* : , , 

, en dénotant ce reste par R , on aura donc 

v.i'.i» v.u i ’ j . w * .«• . 
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a {m — n+a) - ]’ 


La troisième division qui sera celle dej/ 2 ^_ 

*•-•] i- 

[/(* J .r"— a -+- etc. , donnera x n ~ 3 pour 


terme de plus haut exposant de x dans le reste : 
comme le degré de chaque terme du dividende, 
est le même que celui du premier terme , et consé- 
quemment 


4(m — n-t-a)-|-m — n-t-i — 1=5 m — 4^+8; 


si l’on désigne par t celui du polynôme (acteur 
de x n ~ 3 , on aura t + n — 3 — 5m — 4^4-8, d’où 
t = 5(m — n)+n , en sorte que le reste est 




1 1 Jx n — 3 -t- 


etc: 


mais en observant que le polynôme \y H ~ *^*] est le 
facteur de x n ~ 1 dans le troisième diviseur que nous 
avons désigné par X" ( 307 ) , et que le reste en x n ~~ 3 
est le diviseur que nous avons représenté par X"", 

il faudra, conformément à la théorie, diviser X"” = 

1 

[ 5(m — f m — n -\- 1 V 
jr K J^ B - 3 +etc.parY"'=[^ +...}* 


ce qui réduit le degré du troisième reste /t", qui de- 
vient alors 

• ‘ JT = [ 3 ( m “ n+3 ;’]x*- 3 + etc. . . . (3°). 

En divisant 
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[7 3( "r. +3 . ) ]'[0' a( "Z +a) ) ic "-- + ' ete ' ] P“ 

r 3 (m — /i+3)T , 

/ Y ' \x n ~ i + etc. , on trouve pour reste 

r 8 (m _^ + 3)j Æ „_ 4+ e(c ; 

ce reste réduit à son véritable degré, c’est-à-dire, 
divisép a rr" = [r a | m -" + . 2) ]', est 

/r= e[c . (4.). 

En examinant le mode de composition des restes 
successifs, on remarquera qu’ils sont de la forme 

et on en déduira la forme du dernier reste , en ob- 
servant que puisqu’il ne doit plus renfermer x, la 
valeur de k qui lui est relative , doit être déter- 
minée par la condition n — k=o, d’où A = n, et 

k{m — n-\-A) = mn ; 

d’où l’on conclut que l’équation 6na!e, qui n’est què 
ce dernier reste égalé à zéro, est 


M. Bret considère le cas où les deux proposées 
ne sont pas complètes, mais il nous suffit d’avoir 
assigné le maximum du degré de l’équation finale. 
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M. Poisson a démontré la proposition générale 
comme il suit : soient les deux équations 

x m Px'" —I -t- Q jc 1 "— 1 -f- -t-T x+y =o 

x»+P>-‘+Q> _, + +Tx+P r '=o: 

il est évident que le degré de l’équation finale ne 
peut être abaissé , si Fon réduit chacun des polynô- 
mes en y, représentés par P,Q. . .T,^; P,Q', . . . .T,V\ 
au terme de plus haut exposant en y : car par cette 
modification , le degré de chacune de ces équations 
reste le même , ainsi que ceux de leurs différens 
termes : on peut donc aux proposées substituer 
celles-ci (ag4) 

x m +ajx m — l +by' x m ~ *4- -\-ty**— t x+vy m =.o 


x'+a/x"- 1 -\-b'y'x n ~*-\- -\-(y n — l x-\-vy”=Oy 

de mêmes degrés et qui reviennent aux suivantes 



dans lesquelles l’inconnue est y , et les coéfficieos 

a , b, t et v\ a , b' t' et v sont des nombres 

toujours données par la question. 

Maintenant si l’on désigne par «, p, 7 les 

racines de la première équation , par a', p', y , etc., 
celles de la seconde , on pourra les décomposer 
comme il suit (Chap. XXII.) 
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d’où résultent 

(x— ajr) (x— P/)(X— ' Xr) etc. = O (^) 

(x— a j)(x— p»(x— 7 jJ etc. =0 (B): 

or , si dans (A) on substitue successivement pour x 
chacune des racines de ( B ) , savoir 

x — dj, x—$y, x=f; t etc., 

et si l’on dit que , par chacune de ces substitu- 
tions , l’équation ( A ) est satisfaite,' on aura ces n 
équations 

y m [d — «)(«— ?)(«—■ v) etc. = o 
1 *)(P'— P) (P'—' ï) etc. =o 
*)(f— Mi— 1 t) etc. = o , 

• etc. 

chacune du degré m , qui fourniront toutes les so- 
lutions en y , d’où il résulte que leur produit sera 
l’équation finale, puisqu’il deviendra nul par toutes 
les valeurs de y , qui anéantiront ses facteurs et 
seulement par celles-là (*) : or, ce produit est évi- 
demment du degré mn. Donc, etc. On observera 
que par la modification qu’on a fait éprouver aux 


(*) Cette marche revient à combiner successivement chacun 
des facteurs de (B) , égalé à zéro , arec chacun des facteurs 
de (A) , pareillement égalé à zéro (3oo) , et à tirer de ces équa- 
tions les valeurs de y, lesquelles seront en nombre mn et 
toutes égales à zéro. 
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coéfficiens des proposées , on a bien altéré les va- 
leurs numériques des solutions en y qui toutes sont 
devenues zéro, mais qu’on n’a ni augmenté, ni di- 
minué le nombre de ces solutions. ( Voyez la seconde 
section. ) 

3ro. Pour concevoir parfaitement les divers cas 
particuliers qui peuvent se présenter dans l’élimi- 
nation entre deux équations, on peut, comme nous 
l’avons déjà dit (ag5) , former d’avance des sys- 
tèmes d’équations qui se rapportent aux circons- 
tances que l'on se propose d’examiner : or, cette re- 
cherche se réduit à la solution du problème suivant. 

Composer deux équations dont chacune soit d’un 
degré donné , et qui soient satisfaites par des couples 
de valeurs données. 

Nous supposerons d’abord deux équations du même 
degré. La substitution d’un système de valeurs 
x~a. et^=p dans une équation du degré m à deux 
inconnues , donne une relation entre les nombres 
a , p et les coéfficiens indéterminés de cette équa- 
tion qui sont des inconnues au premier degré; on 
pourra donc se donner autant de ces couples de 
valeurs de x et y, qu’il y a de coéfficiens dont le 

nombre— pour l’équation complète du de- 
2 / 

gré m ( 294 . Note) ; que si on en prenait un plus 
grand nombre , on aurait plus d’équations que 
d’inconnues : cependant une équation ainsi for- 
mée , peut encore être satisfaite par une infinité 
d'autres valeurs Ae x et y , puisqu’en écrivant pour 
x un nombre quelconque , on obtient m valeurs 
dé j. 

Qu’il s.’agisse, par exemple, de composer deux 


Digitized by Google 



4a6 , CHAPITRE XXV. - 

équations du troisième degré, qui soient satisfaites - 

par les huit couples 

x—o et y—o,x—i et y—o\ x—% et y=o-, 
x=—ï et j= r ; x = i et /=— i; 
x=o et y—i ; x—i et y— i ; x—o et y= — a; 


on les substituera dans l’équation générale du troi- 
sième degré 


x * •+■ (a+l?ÿ)x * -+- (c+djr-t-ejr' )x 

+(f+sy+ h j' +fy*) s = ° 0 ) > 


et on aura, pour déterminer les coéfficieus, huit équa- 
tions qui serviront à évaluer pareil nombre des in- 
déterminées a,b,c,d,e,/, g,h, dont les valeurs re- 
portées dans la proposée, la changeront dans celle-ci 

x'-h Ç-Ay+ïy — 3^ x’ — 

+ y' +3y—*)x—4ty+ty i — o — (a) , 


où le coéfficient A reste arbitraire. Si l’on fait 
A = o , et A = a , on partagera l’équation (a) en 
deux autres, qui outre les huit couples précédens, ad- 
i • • 3a t io 

mettront encore celui-ci x= — et y=z — • Si 1 on 

J 7 J *7 

prenait au hasard un neuvième couple , autre que 
le précédent, pour composer les deux équations ci- 
dessus, on n’obtiendrait qu’une équation, parce que 
le coéfficient A ne serait plus indéterminé ; d’où il 
faut conclure que si une équation du degré m, est 
f . m’+'im 

formée avec couples quelconques, pris ar- 


bitrairement , et si aucune des équations de con- 
dition n’est comprise dans les autres, il est impos- 
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jsiblc qu'il existe une autre équation du même 
degré , qui ait , avec la première , ces couples de 
valeurs communes , quoique d’ailleurs deux équa- 
tions du degré m puissent avoir m 1 couples com- 
muns , comme on l’a vu O09) , c’est - à - dire , un 

nombre plus grand que ^ , lorsque m est > 3 . 


„ , , , , , m' + 'im — a 

On peut donb prendre , a volonté cou- 

ples communs , afin d'avoir une équation en x et y 
contenant un coéfficient indéterminé k dont on puisse 
disposer : ainsi , par exemple , m étant 5 , le nom- 
bre des coéfficiens de l’équation générale , sera 

m'+'im . . m’+ 3 m — 2 

=20, et on en détermine = iq: 

2 2 

cependant le nombre total des solutions peut s’é- 
lever à m' — iS , d’après ce qu’on sait (309) : en 
sorte qu’outre les 19 couples qui ont servi à former 
l’équation et celui qui répond aux deux valeurs de 
k , qui la partagent en deux autres, il peut y avoir 
lieu à cinq autres couples. On voit donc que le 
calcul prouve seulement que les deux équations 
comportent vingt solutions , mais non pas qu’il est 
impossible qu’elles en aient davantage. 


On doit aussi remarquer que l’on peut prendre 
pour k une fonction quelconque de x ou de jr , 
puisque les équations qui déterminent les autre» 
coéfficiens, sont satisfaites quel que soit k : on pour- 
rait ainsi élever le degré des équations qu’on forme, 
et celui de l’équation finale, etc. 

Si les deux équations qu’on veut former, doivent 
être de degrés différens , on pourra toujours leur 
donner autant de couples communs, qu’il entre de 
coéfficiens indéterminés dans l’équation du degré 
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inférieur et on peut même leur en donner un plus 
grand nombre, en choisissant encore quelques-uns 
de ceux qui peuvent vérifier cette dernière équa- 
tion. Lorsqu’on choisit des couples tels qu’à la 
même valeur de y , répondent plusieurs valeurs 
de x , il est évident que le nombre de ces couples 
doit être , tout au plus , égal à l’exposant de x 
dans l'équation du moindre degré. 

Supposons enfin que l’on veuille composer une 
équation telle que si l’on remplace y par p, le po- 
lynôme qui en résulte, soit divisible par un nom- 
bre N: on écrira d’abord p pour y dans l’équation 
générale 

ax m -\-(b+cy)x m ~ 1 + etc — o, 

puis on posera les équations de condition 

a = Nq , b-\-c$ = Nq , d+e$+f$‘ = Nq" , etc; 


si l’on choisit arbitrairement les quotiens entiers 
q, q ’, q", etc., on aura m+i équations qui servi- 
ront à déterminer m-t-i coéfficiens de l’équation 

, -, , m'+m — a , , 

* générale, en sorte qu il en restera dont les 

valeurs peuvent être calculées de manière à satis- 
faire à d'autres conditions. Ainsi la condition énon- 
cée produit le même effet que les données de m- 1 - 1 
couples de valeurs. * 

Si l’on Veut composer des systèmes d’équations 
qui n’aient précisément pour solutions communes 
que les couples donnés , on multipliera entr’eux les 
facteurs correspondans aux racines y , et leur pro- 
duit sera l’équation finale cherchée ; eusuite on 
prendra un polyuome en x et y, et, par exemple, 
du premier degré en a 1 , si, pour chacune des raci- 
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nés y, on ne doit avoir qu’une valeur de x, et d’un 
degré en jr, tel que le nombre des coéfficiens indéter- 
minés soit, au moins, égal à celui des couples de racines 
données: on déterminera ces coéfficiens au moyen des 
équations auxiliaires fournies par la substitution des 
couples donnés dans le polynôme du premier degré 
égalé à zéro : ayant ainsi l'équation finale , et le di- 
viseur du premier degré en x, on sait (29$) former 
des systèmes d’équations qui admettent ce diviseur 
et cette équation finale. 

3 1 1 . Euler réduit la recherche de l’équation finale 
à l'élimination d’inconnues entre des équations du 
premier degré. Nous allons donner en peu de mots, 
une idée de sa méthode. Il pose 

x m \-Px m — , + Qx m ~' , + etc. = 

(x — a)[x m l +Ax m ~* < +Bx n ^-t-etc.]. . .( 31 ) 

■ x" -h Px n — ‘ -+- Q x"~ 3 + etc, == , 

(x — «) [x n —*-\-Jx n - *+Bx n ~ *+, etc.] (AO 

P, Q, R, etc., P' , Q, R, etc., ayant même défini- 
tion que ci-dessus (294 ) , et a étant une fonction 
de y. Pour évaluer les indéterminées A, B, C, etc., 
A', B , C , etc., fonctions de jr , on, multipliera 
par x n ~ l 4- Ax"—* 4- etc., et (N) par x m ~ l 
Ax m ~* -f- etc., ce qui donnera l’identité 

' ) • i- — <•! ■ . 

(x m +Px m ~ l + etc ,)(x"~ l +A x*î‘+ etc.) 

— (x n +Px*—'+ etc.)(x'’*— 1 -t- Ax m -^ % -t- etc.) > 

. .* * . • *• * ' ' 

effectuant les produits et comparant les coéfficiens 
des mêmes puissances de x, on aura m+n — 1 équa- 
tions entre les m+n — 2 indéterminées A, B , C. . . . 
A' , B , C. . . . : il suffira donc de m+n — 2 équa- 
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tions pour les évaluer; conséquemment il restera 

une équation entre P , Q , A . .... , P', Q, K 

qui devra être satisfaite , pour que les proposées 
(AI) et (A) acquièrent un commun diviseur x — a: 
cette équation de condition , sera l'équation finale 

. cherchée. Les inconnues A, B , C A , B , C . . . . 

b’ étant pas multipliées entr’elles, les équations résul- 
tantes des comparaisons , seront du premier degré. 
L’équation finale étant résolue, on substituera succes- 
sivement chacune de ses racines y dans^, B, C. . . . 

A , B , C, etc. : on aura donc ainsi les quotiens des 
polynômes ( M ) et JS) par le diviseur commun x—a 
qu’on obtiendra eu effectuant la division. . 

Il faut remarquer que si les deux proposées sont 
incomplètes, les deux produits ne seront pas des 
polynômes complets du degré mS-n — i ; mais les 
, termes qui manqueront dans l’un , se trouveront 
dans l’autre. En effet , le cas le plus défavorable 
serait celui des deux équations 

x m +P—o, x n -\-Q—o \ 

l’identité qui résulte des deux produits, sera 

(x m +P)(x n —‘-h Ax n ~ » - + ) = 

t. ... {x n -\-Q)(x m — I -\~Ax m —‘ x -\~ etc.) 

sur lesquels il est aisé de vérifier le fait énoncé. 

En supposant le diviseur en x du premier degré, 
on suppose awssi que chaque valeur de y ne donne 
qu’une valeur de x , ce qui n’arrive pas toujours : . 

dans le cas contraire , ïe quotient 

• » 

» 

x m -hPx m ~ '-t-etc. a , ’ , -t-/ / x' , ~ I -t-etc. 

ou - 

x"‘— l +Ax m —*-h etc. x n — l +Ax"—' x 

qui représente x — a, ne contenant qu’un facteur de 
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plus au numérateur qu’au dénominateur, ne peut pas 
donner à la fois les diverses valeurs de x : d’ail- 
leurs il n’y a pas de raison pour qu’on obtienne l’une 
plutôt que l’autre; ainsi, dans ce cas, la méthode 
parait en défaut. 

Pour expliquer cette particularité , reprenons dans 
un ordre inverse les raisonnemens qui ont conduit 
à l’équation finale : chaque valeur de y, tirée de 
cette équation , satisfait aux m+n — i équations de 
condition que l’on a posées , et par conséquent à 
l’identité 

(x m + Px m ~ 1 -v etc.)(ar n — 1 -t- A‘x n ~‘ i -\- etc.) 

= {x n +Px n ~ *+ etc.)(a*“— ‘-t- Ax m ~ »-»- etc.) 
ou à celle-ci 

x m -t- Px m ~ ' -t- etc. x n -k-Px n ~'+ etc. 

etc. x n ~ l -\-Àx n ~ >-+-etc. * 

or, en désignant par Fx la fonction qui représente 
chacun de ces quotiens , on aura 

x m y-Px m ~ ‘-t-etc. = Fx{x m — 1 -\-Ax m —‘ 1 -\- etc.) 
\x n +Px n — l +z\.c.^Fx(x n — 1 +A'x n —*+ etc.), 

et il est visible que les deux proposées seront sa- 
tisfaites , lorsqu’on attribuera à x des valeurs qui 
vérifieront l’équation Fxt=.o : cette fonction étant 
débarrassée des facteurs communs à ses deux ter- 
mes, sera entière ou fractionnaire : dans le premier 
cas, elle sera du premier degré , et en l’égalant à 
zéro , on en tirera la seule valeur x = * qui répoud 
à J— P- Mais si Fx est fractionnaire , les proposées 
seront satisfaites par chacune des valeurs de x qui 
réduiront son numérateur à zéro : on obtiendra 
donc les divers couples de valeurs dans lesquels y 
est toujours — p. Il faut avoir l’attention de ne pas 
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supprimer dans Fx les facteurs communs à ses deux 
termes qui se trouveraient en même temps facteurs 
dans les deux fractions 

x m -t- etc. x" - 4 - etc. 

et : 

etc. . x n ~ ‘-f-etc. 

car ces facteurs, égalés à zéro, réduiraient aussi les 
deux proposées à zéro. 

Lorsqu’on calcule l’équation finale en y, par la 
méthode du plus grand commun diviseur , et par 
celle d Euler , il arrive souvent , comme on peut 
s’en convaincre sur des exemples particuliers , que / 
la dernière donne plusieurs racines de moins que 
l’autre , quoique les racines omises fournissent de 
nouveaux couples de valeurs. Cela vient de la sup- 
pression des facteurs communs aux deux termes 
des fractions qui sont les valeurs des coéfficiens 
A , B, etc.. A' , B , etc. : lorsqu’on ne réduit pas ces 
fractions à leurs moindres termes, qu’on substitue 
dans la dernière équation de condition , les valeurs 
de A y B , etc., A, & , etc. tirées des m+n — i au- 
tres , et qu’on réduit tous les termes au même dé- 
nominateur , elle conserve tous les facteurs : ou 
retrouve donc ainsi autant de racines que l’on per- 
drait, sans pouvoir en reconnaître l’existence. 

. Nous donnerons un seul exemple à l’appui de la 
remarque précédente. Soieut les deux équations 

x‘ -t-(3 — 3 y)x' +(3/’ — 6/ — i)x+3/’ — -y 1 +y — 3=o 
= (x — a.) \x' +Ax-\-B\ 

x 3 +(3y — 3)x a 4 - (3/* — b/ — i)x+f — "5y , —y+3=o 
=(x — ot)[x’ +A x+B\ : 

en opérant d’après la théorie , on est conduit aux 
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équations de condition 

(i) i(3—*y)-\-A —A 

(a) . . . .A'{3— 3y)+B=— A(3— 

(3) a (Sy'—y’+y — 3) +^(3 y’ — 6r — i)-t- 

B(3-3y)=A(3y'-6y-i)-B(3-3y) 

(4) À'&y'— y'+y— 3)+Æ'(3j*— Gy— i) = 

— ^ CAr ’— /’+/— 3 )+ s ( 3 7’— 6 /— 0 

(5) ....#=—#: 

la première de ces équations donne 
A’=A—i[3—3y) ; 

la seconde en y remplaçant B par — B , d’après (5), 
donne 

< •• 

jf — 

3—3y A ’ 

égalant ces deux valeurs en A y il vient 
A = 3=3y +3 ~ 3 / : 

ces valeurs de A et A étant portées dans les qua- 
trième et troisième équations , donnent 

B — — B — o , 

et l’équation finale 

y— 3y+ajr=o ou (f— 3/+a)/=ro; 

d’où on conclut les trois racines y=o, y— i , y= a, 
tandis que l’autre procédé d’élimination conduit à 
une équation finale du neuvième degré qui fournit 
les racines 

y=o,y=o, y— i, y—i,y=i,yz=n, y— a, 
y=3,y=—i: 

a8 
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la première équation finale n’a pas fourni les ra- 
cines y— 3, y = — i , parce qu’on a supprimé le 
facteur 3 y' — y’+y — 3 commun aux deux membres 
de la quatrième relation , en observant que B et B' 
sont nuis. On a aussi dégagé l’équation finale du 
facteur y — i qui existe dans la relation (a) ; on a 
pareillement écarté le facteur y*. 

Nous serions entrés dans beaucoup d’autres dé- 
tails sur cette dernière méthode , si nous n’eussions 
craint de trop alonger ce ohapitre déjà très-étendu. 


CHAPITRE XXVI. 


RECHERCHE DES RACINES RI? El, LES , ENTIÈRES ET INÉGALES 
DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 

3ia. On 'distingue deux grandes classes de ra- 
cines , savoir : les racines réelles et les racines ima- 
ginaires : nous nous occuperons des premières dans 
les chapitres suivans , et nous renverrons la recher- 
che des autres à la seconde section de ce traité. 
Comme on peut toujours exclure les racines fraction- 
naires d’après l’une des transformations enseignées 
(Chap. XXIII) , nous n’aurons plus à distinguer 
dans la première classe de racines, que des racines 
commensurables et incommensurables qui pourront 
être inégales ou égales. Ainsi nous allons successi- 
vement exposer les méthodes qui servent à décou- 
vrir i° les racines réelles, inégales et commensu- 
rables ; a® les racines réelles égales tant commen- 


t 
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durables qu’incommensurables ; 3 ° les racines réelles 
incommensurables inégales avec toute l’approxima- 
tion requise. 

3 r 3 . Une équation algébrique étant donnée, on 
peut toujours, par les transformations enseignées 
( Chap. XXIII ) , la réduire à la forme 

x m — Ax m — l y-Bx' n —‘ l — Cx m — i — Txy-V—o (r) , 

dont les coéfficiens sont des nombres entiers , et 
on a vu (Chap. id.) qu’une équation ainsi préparée, 
ne peut comporter de racines fractionnaires. Soit 
donc a une des racines de l’équation (1), en nombre 
et en signe : par la substitution de a pour x dans 
(1) , on a 

a m — Aa m -'+Ba m —* — Ca m ~ 3 — Ta+ Fz= o (a) , 

d’où on déduit 

y 

- = — [a m — ' — Aar'—'+Bar '— 3 — T\ : 


comme le secoud membre est entier , on conclut 
de là que le terme tout connu V est divisible par 
la racine a, ce qui résulte d’ailleurs de la compo- 
sition du dernier terme en racines, démontrée (273). 

Il suit de là qu'en cherchant tous les diviseurs du 
dernier terme d une équation , et essayant successive- 
ment chacun deux , sous les signes + et — 1 comme 
racine , on trouvera toutes les racines entières que 
peut comporter la proposée : si aucun des diviseurs 
du dernier terme ne satisfait à V équation , on sera 
assuré que celle-ci ne comporte pas de telles ra- 
cines. 

• 28. 
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Soit, pour exemple, lequation 

jc 3 — + — 8 = o: 

les diviseurs du dernier terme, pris sous les deux 
signes, sont i , a , 4» 8, — i, — a, — 4> — 8; 
essayant successivement ces nombres pour x , on 
trouve que 4 - 1 , 4 - a , 4 - 4 » réduisent le premier 
membre à zéro : d’où l’on conclut que ces nombres 
sont racines de la proposée. 

Mais lorsque le dernier terme de l’équation com- 
porte un grand nombre de diviseurs , le procédé ci- 
dessus devient très-laborieux : à la vérité, on peut, 
dans certains cas , réduire le nombre des tâtonne- 
mens par un artifice de calcul que nous allons faire 
connaître sur deux exemples. 

Soit, en premier lieu, l’équation 

x 3 — 7ax* — 316x4-1296 = 0: 

en posant x = 2/, on a la transformée 

8 y 3 — 288/’ — 432/4- x 296 = o, 

laquelle est divisible par 8, et devient 

j‘ — 36 /’ — 54 / 4 - 162 = 0. 

Par rapport à l’équation 

x 3 — 76x4-240 =0, 

on remarque que a4o = 8 x 3 o et 76=4x19; en 

sorte qu’en posant x = a/, la transformée devient 
divisible par 8 : cette réduction faite , on a 

y — I 9/+3o = o, 

équation dont le dernier terme est moindre que 
celui de la proposée. 
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3 14> Nous allons faire connaître les conditions 
auxquelles doit satisfaire tout diviseur du dernier 
terme , pour être racine de l’équation , en sorte que 
tout nombre qui ne les vérifierait pas, doit être 
rejeté. 

Comme la généralité de l’analyse, que nous allons 
employer , ne dépend pas du degré de l’équation , 
nous l’appliquerons à une équation d’un degré dé- 
fini , pour que les calculs deviennent plus simples. 

Soit — a un diviseur du dernier terme de l’équa- 
tion , 

x*+Ax s ~t-Bz'+Cx-\-D=o : 

« « 

si — a est, en même temps, racine de cette équa- 
tion, on aura l’identité (370) 

x* 4 - Ax 5 - 4 - Bx * -+- Cx 4 - D — 

(ar-+-a)[x * -\-Âx' -4- R x+ C] ; 


faisant la multiplication indiquée dans le second 
membre , et égalant les coéfficiens des mêmes puis- 
sances de x (Chap. XX), on aura 


D=aC 
C — C+aB 
B==R+aA' 
A = A'-\-a 



C — 

D 

a 


B = 

C—C_ 

d’où l’on 

a 

tire 

v 

B— B 


il 

a 


I * 

A— A' 



a 


(*): 


comme les coéfficiens A , B , C , sont nécessaire- 
ment des nombres entiers (a6o) , on conclut des 
valeurs ci-dessus de C , B , À , que les divisions 
D C — C B— B . . 

— , • , — , doivent se faire exactement ; 

a a 1 a 
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mais ces conditions ne suffisent pas, il faut de plus 

4 ^ 

que le quotient — soit l'unité positive. 

En appliquant cette analyse à une équation d’un 
degré quelconque m , on est conduit à cette règle 
pour reconnaître si un nombre a , diviseur du dernier 
terme , est , en même temps , racine de ? équation : 
après avoir divisé ce dernier terme par a, on retran- 
chera le quotient du coefficient de T avant - dernier 
terme , et la différence devra se diviser par a ; on 
soustraira le quotient du coefficient de 1 antépénul- 
tième terme , et on aura une différence qui devra être 
divisible par a et ainsi de suite : il faudra de plus 
que la différence entre le coèfficient du second terme 
de la proposée et celui du second terme du polynôme 
quotient , divisée par a , soit V unité positive. Si toutes 
ces conditions ne sont pas satisfaites , le nombre a 
doit être rejeté. 

On observera que cette analyse fait connaître le. 
quotient de la division de X , qui désigne le premier 
membre de la proposée, par l'inconnue moins la 
racine. 

On peut s’assurer , comme il suit , que toute 
racine vérifie effectivement, ces conditions. Soient 
— a , — b , — c, — d les racines de la proposée 
ci-dessus : d’après la composition des coéfficiens en 
racines (273)., on a 

D—abcd 

C = abc-\-abdy-acd-\-hcd 
b—ab-yac-\-adf-bc-\-bd-\-cd 


C— - =bcd 
a 

r Q 

—bc-\-bd-\-cd 

B— B 
A'= — - 

— A ~ A a 

a a 


Digitized by Google 



ÉLÉMESS D'ALGÈBRE. 439 

Si de la dernière des relations (3f ) , on tire la 
valeur de A' pour la substituer dans l’avant-dernière, 
de celle-ci la valeur de B pour la substituer dans la 
précédente, de celle-ci la valeur de C pour la substi- 
tuer dans la première , on obtiendra pour résultat 

a* — Aa'+Ba' — Ca+D=o, 

qui n’est que la proposée, en remplaçant x par — a, 
d’où l’on conclut que — a est racine de la pro- 
posée. 

L’équation 

x 3 — ax* — i3x+6 = o, 

donne pour diviseurs du dernier terme , 1 , a , 3 , 6 , 
— 1» — a, — 3, — 6, et on trouve que -4-3 est 
le seul qui satisfasse aux conditions correspon- 
dantes 


p ^ j , — 1 3 — B —a — A! 

B— - = a, A'=z =— 5, 1 = ; 

a a a 1 

on a donc 

x 3 — ax ’ — 1 3x + 6 = (x-4- 3)(x * — 5x-|- a) = o. 

. L’équation 


5x 3 -4-ax — 1739 = 0 

» 

a pour transformée (a8o) 

j^ 3 4- roj— 43aa5 = o, 

dont la seule racine entière et positivé est y— 35, 

r 35 

d’où x = = -g- =7, nombre qui est le module 

du système arithmétique dans lequel le nombre 
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1730, écrit dans le système décimal, est traduit par 
5oai (108). 

3 1 5. C’est ici le lieu de faire connaître la méthode 
de M. Budan , qui, d’après Lagrange , ( Résolution 
des équat. numér. Note Flll'), ne laisse rien à dé- 
sirer sur la résolution des équations numériques 
dont toutes les racines sont réelles : on reconnaîtra 
qu’elle s’applique sur-tout avec le plus grand succès 
à la recherche des racines entières. Nous allons 
d’abord établir l’algorithme qui sert de fondement 
à la nouvelle méthode. 

Supposons la possibilité de cette transformation 

ax'+bx'+cx-\-d = A{x — ny+B(x — n)' + 

C(x — ri)+D, 


a , b , c , d , n étant des nombres donnés , et 
A, B, C, D, des coéfticiens inconnus à déterminer 
d’après la condition que l’identité précédente ait 
lieu. Après les opérations effectuées dans le second 
membre, on trouve 


ax* -\-bx' -\-cx-\-d=Ax l — 3 An 

+B\ 


x'~\-ZAn 


x — An * 
-t-Zto* 
— Cn 


égalant les coéfficiens des mêmes puissances de x , 
on a ces déterminations 


A=a, B=3an+b , C=3an'+*bn+c, 
D=an'+ bn' + cn+d", 


si l’on veut que la transformée procède suivant les 
puissances décroissantes de x — 1 , on aura n=i et 

A=a , B—3a-bb, C=3a-t-2&-t-c; D=zat-b+c-*-d. 
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Examinons le mode de composition de ces coéffi- 
ciens. Si on écrit sur une ligne ceux de la proposée, 
savoir : 

a b c d 

et qu’on fasse les sommes successives du premier , 
des deux, trois, premiers, et enfin des quatre, on 
aura cette suite de sommes premières 

a, a+b, a+b+c , a-\-b-\-c-\-d, 

dont la dernière est D, c’est-à-dire, le terme tout 
connu de la transformée en x — i. Si on fait la 
somme d’une , de deux et enfin de trois de ces 
sommes premières , on obtiendra ces sommes se- 
condes 

a, ia-{-b , 3a-t-a4-t-c, 

dont la dernière est C, c’est-à-dire, le coefficient ♦ 
de x — i. Faisant la somme de la première et celle 
des deux premières de ces sommes secondes , on 
aura ces sommes troisièmes. 

a , 3a -t- b , 

dont la dernière est B, coéfficient de x — i. Enfin 
la somme de la première de ces sommes troisièmes, 
que nous appellerons somme quatrième, est a— A 
coéfficient de (x — i) 3 . 

Ayant ainsi formé les coéfficient A, B, C, D de 
la transformée en x — i , si l’on pose x — i ==/> 
cette transformée deviendra 

A y' -+- By' •+• Cy -+- D = o , 

et on en déduira de la même manière la transfor- 
mée en y — i , que nous représenterons par 

A'(y—i)>+B'(y—i)-+C(y—i) + ir 
=A(x—») , -t-B'(x — — a)-f- ZX, 
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A\ B , C, D' étant des coéfficiens qu’on sait cal- 
culer. On passera de la même manière à la trans- 
formée en ® — 3 , et ainsi de suite. 

. S’il manque dans le polynôme un ou plusieurs 
termes, il faut préliminairement les restituer sous 
les coéfficiens zéro, afin de pouvoir former les coéf- 
ficiens des transformées, d’après l’algorithme établi. 

Appliquons cette méthode à l’équation, 

x* — to® 5 -+■ 36 ®* — 54 # 27=0 : 

on trouve pour transformée en x. — ï, 

(x — 1)* — 6(® — 1 )’ -t- ia(® — 1)* — 8 (® — i)=o, 

qui met en évidence la racine x = 1 : la division 
par x — ï donne 

(® — ï) 1 — 6(® — i)*-f-ia(® — 1) — 8 = 0 : 

posant ® — i—J et calculant les transformées en 
jr — i, y — 2 qui seront en ® — 2, x — 3 , on trou- 
vera, 

i(® — a) s — 3 (® — a)*+ 3 (x — 2)' — 1 = 0 

i(® — 3 ) , -+-o(® — 3 )’-i-o(x — 3 ) + 0=0, 

« 

dont la dernière montre que la racine 3 est triple, 
c'est-à-dire, que la proposée est trois fois divisible 
par x — 3 : elle a donc une racine + 1 et trois ra- 
cines -H 3 . 

À l’égard de l’équation, 

/ 

® } — 2®’ — i 3 ®-t- 6 =o, 

toutes les transformées jusqua x — 4 inclusivement, 
conserveront le terme tout connu et il en sera de 
même de la transformée en x — 5 ; mais celle-ci 
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ayant tous ses coéfficiens positifs, il devient inutile 
d’en calculer au-delà. Cependant au défaut de racines 
entières positives , la proposée peut admettre des ra- 
cines entières négatives : pout les obtenir , il faudra 
rendre ces racines positives, ce qu’on fera par le 
changement de x en — x dans la proposée (a83) : 
par-là l’équation devient, 

x 3 -+• mt* — 1 3a; — 6 = o, 

et on en déduit les transformées, 

t(x — i) 3 -+- 5(x — i)* — 6(x — r) — 16=0 
i(a: — a) 3 -+- 8(x — a)* + q(x — a) — 16=0 
i(a; — 3) 3 + u(<z — 3)* + a6(« — 3) -4- o=o; 

la dernière manquant du terme tout connu , donne 
x—3, et conséquemment la proposée a pour ra- 
cine x— — 3, trouvée (3 1 4)* 

Ainsi lorsque la proposée comporte des racines 
entières, on est nécessairement conduit à des trans- 
formées qui manquent du terme tout connu. Dans le 
cas d'une racine multiple, la transformée en x, moins 
cette racine, manque d’un nombre des derniers ter- 
mes, marqué par le degré de multiplicité de celte 
racine. 

* I 

3i6. Voyez le chapitre trente -deuxième de cette 
ouvrage, où l’on expose la méthode due à Newton, 
pour trouver les racines entières des équations nu- 
mériques. 
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CHAPITRE XXVII. 


MÉTHODE POUR RECONNAÎTRE LA PRÉSENCE ET LE DEGRÉ 
DE MULTIPLICITÉ DES RACINES RÉELLES ÉGALES, TANT 
COMMENSURABLES Qu’lNCOMMENSURABLES DES ÉQUA- 
TIONS NUMÉRIQUES. 

317. Ces racines réelles et égales forment la se- 
conde des trois espèces que nous avons distinguées 
( 3 ia) : l’objet qu’on a en vue dans ce chapitre, est 
d’assigner non -seulement chacune des racines qui 
se repète, mais encore le nombre de fois qu’elle 
est répétée. Nous nous proposerons même de ra- 
mener la recherche de ces racines égales, à celle 
des racines inégales commensurables et incommen- 
surables , en décomposant l’équation proposée eu 
deux équations séparées, dont l’une résulte du pro- 
duit des facteurs multiples élevés chacun à la pre- 
mière puissance, et l’autre soit le produit des fac- 
teurs inégaux : nous irons même jusqu’à partager 
la proposée en équations telles que Q = o, R=o> 
S— o etc., Q étant le produit des facteurs dont 
chacun est double dans l’équation donnée, R celui 
des facteurs dont chacun est triple dans la même 
et ainsi de suite, et en une autre équation formée 
du produit des facteurs inégaux de la proposée. 

3 18. Soit l’équation, 

x m — j4x m ~ l -+- Rx m —' 1 — Tx -+■ V ■=■ o (M) 

générale et complète , admettant des racines égales : 
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il peut arriver et on doit généralement supposer 
que ces racines forment diflérens groupes, c’est-à- 
dire, "“que les unes répètent la racine a, les autres 
repètent la racine g, les autres la racine / et ainsi 
de suite. 

Mais d’abord nous ne supposerons qu’un seul 
groupe de racines égales entr’elles et chacune éga- 
le à a : il s’agit d’assigner sa valeur et le nombre 
de fois qu’elle est repétée. 

Dans l’équation (A/)., la lettre x représente l’une 
quelconque des racines : soit x une autre racine 
aussi quelconque de cette équation et posons 

' . x —X -H u , 'd’où u= x — x: 

u représentera donc toutes les différences entre tou- 
tes les jacines de la proposée , différences qu’on 
déduira de la formule x — x , en écrivant d’abord 
successivement pour x * les racines a, b , c, d etc., 
en nombre m , puis pour x successivement chacune 
des mêmes racines a, b, c etc., dans 

u = a — x' , —b — x , =c — x etc., 

ce qui donnera, en total, m(rn — -i) différences u , 
nombre égal à celui des arrangemens deux à deux 
qu’on peut faire avec m lettres (*). 

Dans la question actuelle, nous prendrons pour 
x la racine qui se répète , a , par exemple , en sorte 
que nous n’aurons à considérer que les différences 

u — a — a, =b — a, =c — a, ~d — a, etc., 


C) En effet , en interposant le signe — entre le* deux lettres 
dont se compose chacun de ces arrangemens, ou forme toutes 
les différences en question. 
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en nombre m, dont la première est nulle d’elle- 
même : si maintenant on suppose b = a , ce qui 
revient à dire que la racine a est -double , on aura 
une seconde différence u = o : si de plus, on sup- 
pose c=a, et alors a est une racine triple, on 
aura une troisième différence u = o, et ainsi de 
suite. Ainsi le nombre des différences u = o, est 
précisément égal au degré de multiplicité de la ra- 
cine qui se répète. Examinons maintenant les con- 
séquences qui résultent des hypothèses ci-dessus, et, 
à cet effet, calculons la transformée qui résulte de 
(Af), en remplaçant x par x' -+- u. Cette transformée 
ordonnée suivent les puissances ascendantes de «, 
est de la forme, 

X+Yu + Zu’-4-Ru’-t- +u' n =o.. .. (N), 

, I 

où X, Y, Z etc. sont des fonctions de x, telles que 

X = Xm — Ax' m ~ , +Bx' m ~* -+- — Tx'H-V , 

Y — — {m — i)Ax' m — 1l -\-(m — i)Bx' m — 3 

+ -T, 

_ m(m — i) , (m — \){m — a) . 

Z = — x m — 1 — — Ax : v 

1 2 

+ +J 

1 

etc : 

ces coéfficiens X, Y, X etc. dérivent de la propo- 
sée et les uns des autres suivant un mode uniforme 
que nous allons faire connaître : i° le coéfficient X 
répète la proposée en changeant dans celle-ci x eu x ; 
a° le coéfficient Y dérive de X, en écrivant dans cha- 
que terme de X, l’exposant de x en coéfficient, et di- 
minuant ce même exposant d’une unité; 3° le coéfli- 
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cient Z dérive de Y, en écrivant dans chaque terme 
de Y , l’exposant de x en coéfficient , diminuant 
cet exposant d'une unité, et divisant chaque terme 
par 2 : 4° le coéfficient suivant U dérive de Z, en 
écrivant toujours dans Z l’exposant de x' en coéffi- 
cient, diminuant cet exposant de x' d’une unité, 
puis divisant ‘chaque terme par 3, et ainsi de suite, 
ce qui est la loi même de formation des termes 
successifs du développement de ( x -+- à) m . 

On a d’abord X=o, dans toute la généralité de 
x ' , en sorte que la transformée (A) devient 

«[Y-t-Z«-t-Ru’-+- ‘]=o, 

d’où l’on conclut u = o, puis 

Y+Z«+Ru’+ -H «"-« = o...(A): 

cette racine u = o représente la différence a — a’ 
qui est nulle indépendamment de toute égalité de 
racines, conclusion qu’il faut retenir. 

Introduisons maintenant la condition d’égalité de 
deux racines , et, à cet effet, supposons b — a : alors 
l’équation (iV) admet une seconde racine u = o, 
ou bien l’équation ( N ') admet une racine u = o , 
laquelle donne Y = o. Donc lorsque la proposée 
( M ) comporte deux racines égales, on a en même 
temps ces deux conséquences 

X = o, Y = o. 

Par là l’équation (N') devient 

«[Z-t-Ru-t- etc. H- >]=£» 

d’où on conclut a = o et 

\ 

Z-t-R«-j- + u m ~ '—o (A') 
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la racine «=o représente b — a=o pour b— a. 

Qu’on suppose de plus c=a, c’est-à-dire, trois 
racines égales, ce qui revient à supposer trois ra- 
cines u = o dans (N), ou une racine u = o dans 
(IV") : cette équation donnera Z — o. D’où l’on con- 
clut que l’existence de trois racines égales, entrain» 
ces trois conséquences, 

X=o, Y = o, Z=o, 
et ainsi de suite. 

Donc en supposant x'—a , a étant une racine 
double, les deux polynômes X et Y deviennent nuis 
à la fois, ce qui ne peut arriver que par ce qu’ils 
ont pour facteur commun x — la racine double : 
dans la même racine hypothèse sur x et en sup- 
posant que a soit une racine triple, les trois poly- 
nômes devenant X, Y, Z nuis, il faut en conclure que 
x — a est un facteur commun à ces trois polynô- 
mes et ainsi de suite. 

3 19 . On est donc conduit à cette règle pour re- 
connaître si une équation comporte n racines éga- 
les entr’elles , ou un facteur de la forme ( x — a) n : 
formez les polynômes X, Y, Z, U etc., et cherchez 
s'ils admettent un plus grand commun diviseur dé- 
pendant de x : s'il en existe un entre n de ces poly- 
nômes , en 1 égalant à zéro , on aura la racine qui 
se repète n fois. Dans le cas contraire, la proposée 
ri admettra pas de racines égales. 

3ao. Soit g une racine différente de a, qui se ré- 
pète n fois, n étant < n; on prouvera de la même 
manière que ri des derniers polynômes X, Y, Z, 
U etc. , prendront un plus grand commun diviseur ' 
ou un facteur commun x — g : et comme x: — a, 
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a' — g sont des binômes premiers entr’eux, il s’en- 
suit que les ri derniers coéfficiens de la transfor- 
mée en k, en y comprenant X, auront pour fac- 
teur commun ( x — a ) [x — g). De même si la pro- 
posée contient ri' racines égales entr’elles et égales 
à /, en supposant ri' < ri, les ri' derniers coéfficiens 
de 1 équation en u, auront pour facteur commun 
entr’eux et avec la proposée ( x' — a) (x' — g) (x — 1 ), 
et ainsi de suite. 

3 a 1. Il s’agit maintenant de prouver que si les n 
derniers polynômes X, Y, Z, etc., de la transfor- 
mée eu u, ont un facteur commun du premier de- 
gré, tel que x' — a, ce facteur est élevé à la puis- 
sance n , dans le polynôme X qui est le premier 
membre' de la proposée. 

Si les polynômes consécutifs en x', que nous rem- 
placerons par x, et qui forment les derniers coéf- 
ficiens X , Y, Z, etc. , de l’équation Yen u, ont un 
diviseur commun entr’eux, diviseur dépendant dex\ 
chaque facteur du premier degré en x de ce divi- 
seur, le sera aussi de la proposée et correspondra 
à une de ses racines; et comme de cette transfor- 
mée en u , on déduit n — r racines égales à zéro 
pour n de ces derniers coéfficiens qui deviennent 
nuis par x = a, il faut conclure que la proposée 
X=o, aura autant de racines plus une égales à a, 
et qu’ainsi elle comportera le facteur (x — a) a . Pa- 
reillement si x — g se trouve facteur dans le com- 
mun diviseur de X et de ri — 1 derniers coéfficiens 
de la transformée en u, on prouvera que X est di- 
visible par (x — gY , et ainsi de suite. 

Il reste à assigner la puissance à laquelle chacun 
des facteurs multiples est élevé dans les polynômes 

a 9 • 
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successifs Y, Z, etc.; c’est ce qui résulte immédia- 
tement de la composition connue des coéfficiens en 
racines ( Chap. XXII ). Nous rappellerons que les 
racines de la transformée en «, sont a — x , b — x', 
c — a?', etc. : donc X, dernier coéfficient de cette 
transformée, est le produit de tous ces facteurs en 
nombre m , tandis que Y est la somme des produits f 
différens de ces m facteurs pris m — i à m — i ; 
en sorte que chaque facteur multiple de la proposée, 
se trouve dans Y à une puissance moindre d’une 
unité que dans X; d’où il suit que Y aura pour 
diviseur commun avec X, le produit des facteurs 
égaux de la proposée, élevés chacun à une puis- 
sance moindre d’nne unité que dans celle-ci : de 
plus ce commun diviseur ne sera pas plus grand 
que ce produit; et par conséquent le plus grand 
commun diviseur, entre X ’et Y, est et ne peut être 
que le produit des facteurs égaux, élevés chacun 
à une puissance moindre d’une unité que dans l’é- 
quation en x. Le polynôme Z étant dérivé de Y 
comme Y l’est de X, le plus grand commun divi- 
seur, entre Y et Z , est et ne peut être que le pro- 
duit des facteurs égaux de Y , élevés à une puis- 
sance moindre d’une unité , et par conséquent ce 
diviseur n’aura pour facteur avec la proposée , que 
le produit des facteurs égaux de celle - ci , élevés 
chacun à une puissance moindre de deux unités. 

La continuation de ce raisonnement fait connaître 
que chacun des exposans des facteurs égaux , est 
diminué d’une unité d’un polynôme au suivant , 
jusqu^au dernier qui n’a de diviseur commun avec 
les autres, que le facteur simple qui se trouve ré- 
pété le plus de fois dans l’équation en x. Il est 
nécessaire d’observer que les facteurs inégaux de 
la proposée, ne peuvent entrer dans le commun 
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diviseur D entre X et Y, dans le commun diviseur 
D' entre D et Z, etc. 

3 aa. Pour qu’il ne reste aucune difficulté sur ce 
qui précède, prenons une équation d’un degré dé- 
fini, savoir, la suivante qui est du onzième degré, 

(x— a)\x— b)\x~ c)’(x — d)(x — e)=X=o : 

en remplaçant .r par x'+u, on aura ’ 

[(*'—<*) H- u \*[{x—b) + «] 5 [(.r'— c) + u}\(x'—d) n] 
K*'—*) + u}= X + Y u + Z«’ + etc 0 (M). 

D’abord 

*=(x'—a)\x—b)Xx'—c)\x'—d)(x'—e). 

En second lieu, Y étant la somme des produits des 
seconds termes de (M) 10 à 10, d’où il résulte que 
chacun de ces seconds termes manquera successi- 
vement une fois, on aura 

Y r= 4 (x‘ a)\x —b)\x' —c)'{x'—cr)(x'—e) 

+ ï{x—a)\x—by(jc'— c y(x'—dyx'~e) 

+ i(x a)*(x' — b)\x — c) (*'_ d){x'~e) 

+ {x'—a)\x'—b)\x'—c)\x'—e) 

+ (x — a)\x — b\x — c)\x' — d). 

• 

Le polynôme Z étant la somme des produits dif- 
férens 9 à 9 des mêmes seconds termes, si, pour 
abréger , on désigne les coéfficiens numériques par 
les lettres p, q, r, on aura 

Z=p(x'—a)\x'—by {x — c)‘(x' — d)(x—e) 

-+- etc. 

+ q{x'—a')Xx'—b) ( x'—c ) ’ (x'—d)(x'—e) 

-f- etc. I 

a y- 
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4- r(x'--ay{x'—b)\x'—d){x~é) 

4- etc. 

4- ( x — à) (x — by(x — c)\ 

Et enfin le polynôme suivant U étant la somme des 
produits différens 8 à 8, on aura 

Y=p'(x ' — a) (a;' — by(x' — c)’(x' — d)(x — é) 

4 - etc. 

4 - q[x — à) ( x — c)\x' — d)(x' — e) 

4 - etc. 

4 - r'(x — a) (x — b) l (x — é) 

4 - etc. 

4 - [oc — a)\x — by {pd — c) 

4- etc. 

A la seule inspection de ces résultats , on reconnaît 
que le plus grand commun diviseur entre les quatre 
derniers polynômes X, Y, Z et U, sera D=x' — a; 
que celui des trois derniers polynômes X, Y et Z, 
sera D'=(x — — &):que celui des deux der- 
niers polynômes X et Y, sera 

IX'=(a:' — a)' (x — b)' {x — c) : 
si donc on pose D = o , on en tirera la racine qua- 
druple : divisant IT par (x — à)‘ et posant le quotient 
Q = o , on déduira de cette équation, la racine tri- 
ple x = b; divisant D" par (x — a) 1 (x — b)‘ et 
posant le quotient Q'=o, on en conclura la racine 
c qui est double. 

I,es racines incommensurables égales sont fournies 
par des diviseurs de degrés élevés. 

3a3. Nous avons annoncé (3»7), la décomposition 
de la proposée en deux équations dont l’une ne rcn- 
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ferme plus que les racines égales de la proposée, 
répétées chacune une fois, et l’autre ses racines iné- 
gales. 

En partant de cette équation 

(x — a)"(x — b) n ' (x — c)""(x — d)(x — e)=X=o, 

et faisant toujours la substitution x=:x'+«, on a 

X=(x' — a) n (x' — b) a '(x — c) n "(x — d){x — e), 

et en désignant par D le plus grand commun divi- 
seur entre les polynômes X et Y, il vient d’être 
démontré que 

D=(x' — à) n — l {pc ’ — by~ l (x — c)*" 1 ; 

, divisant X par D et désignant le quotient par Q, on 
obtient 

Q— (x' — a) {x' — b){x — c)(x ' — d ) (x — e) ; 

le plus grand commun diviseur entre D et Q, est 

D'= (x' — a)(x ' — b) (x' — c) ; 

divisant Q par D' et désignant le quotient par Q', 
on a 

Q— (x' — d) (x e) . 

En sorte que des deux équations 
D r=o,Q'=o, 

qui n’ont que des racines inégales, la première don- 
nera les racines multiples , et la seconde les racines 
inégales de la proposée. 

On peut même remplacer l’équation D=o par 
d’autres équations telles que 

Q=o, R=o, S=o, etc. 
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Q étant le produit- des facteurs dont chacun est 
double dans la proposée, Il celui des facteurs dont 
chacun est triple dans la proposée, etc. A cet effet, 
soit 

X=P.Q*.R 1 .S*.T 5 , etc. 

P étant le produit des facteurs simples : on sait que 
la dérivée Y de X est composée d’une série de pro- 
duits, dans lesquels les exposans dés facteurs de X 
sont alternativement diminués d’une unité; d’où il 
résulte, sans la calculer, que le plus grand com- 
mun diviseur X' entre X et Y, est 

X=Q.R\S\T 4 ,etc. 

En continuant de cette manière aussi long -temps 
qu’on n’obtiendra pas une dérivée égale à l’unité, 
on trouvera 

P Q R J S* T 5 etc. = X 
Q R’S’T* etc. = X' 

R S 1 T’ etc. = X" 

S T’ etc. = X” 

T etc. = X"". 

On tire de là 

PQRSTetc. = |, QRST etc. = ^, , 

RST etc. = 5, t , , ST etc. = ~ , etc. 

et en divisant ces formules l’une par l’autre , con- 
sécutivement, on a 

p XX' XX' X".X"" 

X^X.* * Q — X^X** * ^ " — ~ X'" X #,/ y ^ 

* » » 

résultats dont la loi de composition est évidente. 
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Faisons une application à l’équation 

X = x 9 -f- ax 1 4- x 7 + 6x 6 -+- ix’ — ax 4 -f- 
3 x s -t-ax’ — iax — 8 = 0 : 

on a (3i8) 

Y = 9 x* -+- i 6x’ -+- "jx 6 -f- 36x 5 h- 35a 4 — 

8a + — ia : 

d’où on conclut 

X'=±=x 4 -4- «r 1 -*- a* + 3x4- a : 
la dérivée de X' est =.\x l 4- 3x’4-ax4-3, 

et on a 

X'=x+ i: 

la dérivée de X" est = i , et on a 

X ut 

= l : 

la dérivée de X'" étant zéro, l’opération est terminée. 
On a donc 

P== jr'-t-a — a, Q = x’ — x 4- a., R=a-t - 1 ; 
et conséquemment 

X= (x’4-x — a)(x’ — x4-a)*(x4-i) 3 . 

3a4- Nous ferons quelques remarques qui peuvent 
être utiles, quoiqu’elles n’apportent aucune modi- 
fication à la méthode. 

Soit l’équation 

X = 3x s — iox 3 4- i6x 4-8 = 0 

qui a pour facteur multiple (x-t-i) 3 : la première 
dérivée est 

Y =z* — ax*4 - 1 

qui, outre le facteur (® + 1 )’, contient encore (a? — i)’; 
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en sorte que le diviseur commun des deux premières 
dérivées Y et Z, sera (x-4-i) (x — r), dont le dernier 
facteur est étranger à la proposée. 

L’équation 

X = jc 5 — ax 4 — 6x* -+-4®’+ 1 3a: -f-6 = o, 

dont un des facteurs est (x-4-i)’ et un autre x — a, 
a pour seconde dérivée 

5x’ — 6 jc* — gx-4- a , 

laquelle est divisible par x+ 1 et par x — a, et ce- 
pendant le facteur x — a n’entre pas dans la pre- 
mière dérivée, puisqu’il n’est qu’au premier degré 
dans l’équation primitive : ce facteur ne se produit 
qu’accidentellement dans la seconde dérivée. 

Soit enfin l’équation 

X = x 5 — 3x‘-4-ax* -4-ax’ — 3x-4- 8=0 
qui n’a pas de racines égales : sa première dérivée 
Y=5x‘ — iax’ -|-6x’ + l\x — 3 
a , pour l’un de ses facteurs ( x — 1 )\ 

3a5. On peut i° composer une équation qui ad- 
mette des racines égales données; a° assigner les 
conditions d’où dépend l’existence de plusieurs ra- 
cines égales dans une équation. 

10 . Qu’il s’agisse d’introduire dans une équation 
la racine triple — 1 et la racine double - 4 - 1 ; cette 
équation devra s’élever, au moins,. au cinquième 
degré : supposons-la du sixième, et soit 

X = x 6 -t- Ax 5 -4- Bx* -4-Cx’ -4-Dx' -4- Ex -4- F = 0 , 
les coéfficiens étant indéterminés : on a les dérivées 

Y=6x s -4-5Ax‘-4-4Bx j -4- 3Cx* -4- aDx-f-E 

Z=i5* 4 -4-ioAx*-4-6Bx -4-3Cx+D, 
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or, l’hypothèse x = — i faite dans ces trois équations 
et celle-cia;= i faite dans les deux premières, donnent 
cinq équations qui conduisent à ces déterminations 

A— i -*-F, B=F — a,C = — a(*-t-F), 

D=t — aF, E = i -t-F, 

et conséquemment à l’équation 

X = x 6 -t-(i -t-F)r*+(F — a )x* — a(i + F)z’ -+- 
(i — aF)x* -4-(i -t-F)x-hF=o 

ayant pour facteur (x-4-i)’(x — i)\ Si l’on fait F=a, 
cette équation qui deviendra 

x® -+- 3x s — 6x* — 3x* -F 3x -+- a = o , 

admettra en sus la racine x— — a, c’est-à-dire, le 
facteur x -I- a. 

a°. Soit l’équation 

X=x' +px-k-q—o, 
on forme la dérivée 

Y=3x* -t- p, 

et en opérant sur ces deux polynômes Y et X, comme 
pour en trouver le plus grand commun diviseur, 
ainsi que le prescrit la méthode, on est conduit à 
un reste indépendant de x, qui est l\p l : lé- 
galité à zéro de ce reste, donne 

' —El — ïl 

27 4 * 

pour condition d’égalité de deux racines dans l’é- 
quation du troisième degré. 

L’existence de trois racines égales pour l’équa- 
tion ‘ 

X*+px' -\-qX-\-r—o, 
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dépendrait de deux conditions : en effet , la possi- 
bilité d’un commun diviseur entre X et Y exige une 
condition, et celle d’un commun diviseur entre ce- 
lui-ci et le polynôme Z en exige une seconde. 

3a6. On peut encore ramener la recherche des 
racines commensurables égales à celles des racines 
commensurables inégales. Un seul exemple suffira 
pour bien faire entendre la chose. 

Soit l’équation 

X = x* — 'jx' — ix 6 -\- 1 i8x s — a5g x 4 — 

83a: 5 4- 6iax’ — io8x — 43a = o : 

on trouvera , d’après les méthodes exposées ( Chap. 
XXII ) , que les racines commensurables inégales 
de cette équation sont — r^ + 3,4- 3, — 4, de sorte 
que la proposée revient à celle-ci 

(x 4- i)(x — a) (x — 3 ) (x 4- 4) (ir 4 — ’jx 3 4- 
i3x’ 4 - 3x — i 8) = o, 

et il reste à chercher les racines de l’équation 

x* — 7^4 - i 3 x’ 4-3 x — 18 = 0, 

en observant que si elle eu admet de commensura- 
bles, elles ne peuvent plus être que des racines de 
(.r4-i)(x — a)(x — 3)(x4-4)— ^ — i5af-f-iox 4-a4 : 
or, le plus grand commun diviseur entre x* — 7X 3 4- 
i3x’4-3x — 1,8 et x * — i5jc > 4-iox4-a4,estx* — /|X’4- 
x4-6— fx4-i)(® — a)(x— 3), et comme le quotient de 
x* — 7x 1 4 - i5x*4-3x — 18 parx’ — 4 x> -f* x ~*'6!< estx — 3, 
on en conclut la décomposition 

X = (x4- l)’(x — a)’(x — 3) 5 (x-4-4). 

337. Toute équation dont le dernier terme et le 
coéfficient de l’avant-dernier sont des nombres pre- 
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miers entr’eux , ne peut évidemment comporter de 
racines égales : en effet , la proposée ayant n raéines 
égales entr’elles, et chacune égale à a, le dernier 
terme est divisible par a" , et le coéfficient de l’a- 
vant-dernier, l’est par a*— 1 , ce qui résulte de la com- 
position connue des coéfficiens en racines : ainsi ces 
deux termes auront pour diviseur commun la ra- 
cine a qui se répète n fois ; ils pourront en avoir 
d’autres; mais comme l’existence d’un tel diviseur peut 
encore avoir lieu , lors même que toutes les racines 
sont inégales, on doit conclure que la réciproque 
n’a pas lieu. En général, si une équation comporte, 
comme nous venons de le supposer, n racines égales 
A a , le coéfficient du n èmt terme , à partir du der- 
nier, sera divisible par a , celui du ( n — i Y mt terme, 
le sera par a’, celui du (n — i) imc terme le sera par 
a 3 , et ainsi de suite. 11 résulte de ces observations 
qne les équations binômes, c’est-à-dire, de la forme 
x m ± a m , ne peuvent comporter de racines égales. 


CHAPITRE XXVIII. 


MÉTHODE POUR OBTENIR AVEC DITE PREMIÈRE APPROXIMA- 
TION, LES RACINES INCOMMENSURABLES DES ÉQUATIONS 
NUMÉRIQUES. 

3a8. Les racines incommensurables ont été pla- 
cées dans la troisième classe (3ia) : elles se com- 
posent i° d’une partie entière, a° d’une fraction 
décimale infinie , qui est la partie incommensu- 
rable. Dans ce chapitre, il ne sera question que 
de la partie entière, et la méthode qui sert à la 
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trouver, pourra, dans quelques cas, faire connaî- 
tre une partie de l’approximation. Comme on sait 
changer les racines positives en négatives et récipro- , 
quement (a83) , nous ne considérerons que les raci- 
nes positives ; d’abord nous les intercepterons en- 
tre deux limites, l’une plus grande que la plus 
grande des racines positives et que nous nomme- . 
rons limite supérieure , l’autre plus petite que la 
plus petite de ces racines, et que nous nommerons 
limite inférieure ; puis ayant prouvé que deux nom- 
bres, qui substitués pour x dans la proposée, don- 
nent des résultats de signes contraires, interceptent 
des racines réelles, nous rechercherons l’intervalle 
à mettre entre les substitutions depuis la limite in- 
férieure jusqu’à la limite supérieure, pour que les 
couples de résultats numériques de signes contrai- 
res qu’elles fourniront , soient précisément en même 
nombre que les racines réelles positives, parce que 
les deux substitutions correspondantes ne compre- 
nant plus qu’une racine, la plus petite sera déjà 
une portion de cette racine. Tels sont l’esprit 
et le but de la théorie que nous allons exposer. 

329 . Nous commencerons par la résolution de ces 
trois questions i° étant donné un polynôme , 


X=x“ — Ax m — '-+-Bx m — 2 Tx t-V, 

assigner pour x un nombre qui rende le premier terme 
plus grand que la somme des suivons : a° assigner 
pour x un nombre qui dorme un résultat numérique 
de même signe que le premier terme : 3° assigner 
pour x dans V équation X=o, un nombre qui donne 
un résultat positif , et tel que tous les nombres plus 
grands donnent des résultats positifs. 
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i». Pour se placer dans le cas le plus défavorable, 
et assurer conséquemment la substitution à faire , on 
supposera que tous les termes qui suivent le premier, 
aient le même signe, soit •+• soit — , et que chacun des 
coéfficiens soit égal au plus grand, pris abstraction 
faite de son signe, et que nous désignerons par S; 
en sorte qu’on ait à résoudre la question par rapport 
au polynôme 

x m ±S(x m — *+x m — 1 4-x w—3 -t- -Hx-fr-i), 

C’est-à-dire à satisfaire à l’inégalité 

x m > S[x m — ‘-hx®—*-*- 4-x-t-i] : 

or, en observant que le facteur, entre parenthèses, 
est une suite par quotiens égaux qu’on sait sommer 
(Cbap. XV), on aura celle-ci 




mais cette inégalité aura évidemment lieu par la va- 
leur de x qui rendra 


x m — S X , d’où x=S-W (a): 

x — i v ' 


d’où on conclut que la valeur de x, propre à rendre 
le premier terme d’un polynôme , supérieur à la 
somme des suivons , est le plus grand des coéfficiens, 
pris absolument , c'est-à-dire , sans signe et augmenté 
de l'unité. 

Cette valeur x=S+i substitué dans 

x m — Sx™-! — Sx m — a — Sx — S , 

donne le résultat + 1 : en effet ,• 

« 
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x m = x .x m ~ I = (x l)x m ~ l +x m — » 

x m — i = X . X m — 1 = (x — I )x m —*+x m - » 
X m —x — X . X m — * = (x — I )x m ~ 3 -H x m— 5 


X 3 =X. X 1 — (x — 1 )x 3 +x* 
x J =x.x = (x — i)x +x, 

donc 

X m ={x l)x m —'-i-(x 1 )x m — (x 1 )x' n — 3 -+- 

-+-(x — i)x+x: 

ainsi le polynôme précédent devient 

(x — i)x"*— *-h(x — i)x"‘*~ 1 - 4 -(x — i)x m — 3 -+- 

-+-(x — i)x+x 

— Sx’»-*— Sx*-» — Sx" 1 - 3 — Sx— S, 

et il se réduit à +i par x — i=S. Cette analyse 
sert eucore à faire découvrir la valeur de x propre 
à satisfaire à l'énoncé. 

a°. Raisonnons sur un exemple particulier , et 
prenons le suivant 

x 5 — 3 x 4 -f- 1 728X 3 — 8x+4> 

il est clair que ce polynôme deviendra positif par 
toute valeur de x qui rendra x i > 3z*+8x et , à plus 
forte raison, pour toute valeur de x pour laquelle 
on aurait 

x s > 8xM-8x 3 +8x+8 , 

valeur qui sera beaucoup moindre que celle qui est 
propre* à rendre 

x 5 > i7a8(x 4 -t-x 3 +x-V-i), 
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et qui serait requise par la première question. Pas- 
sons au polynôme 

— x 5 — 3a; 4 -f- 1728a- 5 — 8x4-4 : 
après l’avoir mis sous la forme 

— (x 5 -+- 3x 4 — 1 7 a 8a: 3 4- 8x — 4) , 
on aura à satisfaire à la condition 

x 5 > 1 728(0^ -t-x’-f-.r 4-4), 

la même que celle à laquelle on serait conduit par 
la première question. Mais par rapport au polynôme 

— x 5 4-3x 4 — 1 7a8x 3 4-8x — 4 > 
qui revient à 

— (x 5 — 3x 4 4- i 728X 3 — 8x4-4) » 
il suffirait de satisfaire à l’inégalité 
x 5 > 8 (o^4-x 3 4-x4-i). 

3°. Passons à la troisième question. Si le poly- 
nôme X est de la forme x m — Ax m — 1 ... — Tx-t-V, 
c’est-à-dire, si le second terme est négatif, on sup- 
posera tous les termes affectés du signe — et du 
plus grand des coéfficiens négatifs , que nous dé- 
signerons encore par S; en sorte que le nombre 
cherché sera encore x = S4- 1. Mais si le premier des 
termes négatifs est , par exemple , celui de x m ~ * , 
on supposera que tous les termes, à partir de celui- 
là inclusivement, deviennent négatifs, et qu’ils soient 
affectés du plus grand des coéfficiens de ce signe , 
que nous désignerons toujours par S. On aura donc 
à satisfaire à l’inégalité 

x"> > S[x m — " 4 -x m — n— ‘ 4 - 4x'4x+i] 

ou à celle-ci 

„ fX m — n 1\ 

, r . >s ( — T -), 
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en sommant le facteur entre parenthèses : or , il 
suffit , à cet effet , de trouver pour x une valeur 
telle qu’on ait 

n x C 

> = Sx , d’où j " -1 = — — : 

, X 1 X 1 

faisant maintenant x — i=k, d’où x = Æ-+-i, cette 
inégalité devient 

l = S: 

il est évident qu’en posant le premier terme /'*=S, 
le premier membre sera plus grand que le second, 
et qu’ainsi les inégalités précédentes seront satis- 
faites, à fortiori, par la valeur dex déduite de /f°=S, 
et qui est 

x=i+C'S ( 3 ). 

Lorsque le second terme est le premier des termes 
négatifs , on a 

n 

n— r et x= 14- l/S= i -+-S, 

et on retombe alors sur la détermination (a). 

On reconnaîtra sur l’équation 

x 1 — 63 x+ 189=0, 

que le nombre 4 » par exemple , substitué pour x , 
rend le premier membre positif, puisqu’il donne le 
résultat -+-1 , mais que le nombre 5 , quoique su- 
périeur, donne le résultat — 1 : qu’ainsi il ne suffit 
pas qu’un nombre écrit en place de x , fournisse un 
résultat positif, pour qu’on puisse affirmer que 
tout nombre plus grand donnerait un pareil résul- 
tat : il faut de plus que ce nombre rende le pre- 
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mier terme supérieur à ia somme des termes né- 
gatifs. 

Puisqu'une équation ne peut être satisfaite, lors* 

n 

que pour x on écrit S-t- i, ou i l/S, et touî les 
nombres positifs, indéfiniment plus grands, néces- 
sairement ses racines réelles positives doivent être 

n 

plus petites que S-M ou que 1 + l/S: donc l’un ou 
l’autre de ces nombres est plus grand que la plus 
grande racine positive et il reçoit de cette propriété 
la dénomination de limite supérieure des racines ; il 
est bien entendu qu’il ne s’agit ici que des racines 
positives. 

Cherchons la limite inférieure des mêmes racines, 
c’est-à-dire, un nombre plus petit que la plus pe- 
tite de ces racines. A cet effet, de l’équation 

x m AiT" 1 — 1 + Bx m — 2 — Tæ-hV = o, 


en déduira une transformée , d’après» la relation 

x = ~_ (a85) : si l’on cherche la limite supérieure 

des racines positives de la transformée en jr, et 
et qu’on l’écrive pour j- - dans la relation précédente, 

le résultat ^ sera évidemment plus petit que la plus 

petite racine positive x : cette limite inférieure sera 


S'-t-i 


ou ~r , S' étant le plus grand des coéf- 
i+l/S' 

ficiens négatifs de l’équation en y, pris positive- 
ment, et r dépendant du rang du premier terme né- 
gatif. 

On peut obtenir cette limite inférieure immédia- 
tement en coéfficiens de l'équation donnée 

3o 
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j*n — kx m * 4- . . .4- P®"-"... . — Nx"»- r .. . . ±V=o: 

la transformée déduite de x = - est 

X 

i P N 

ym ■ • + ym-n- ym—r V — O, 


multipliant par j™, et divisant par ±V, on trouve 
N 


P I 

+; y J" " ' ^ + y 


maintenant P et N étant les plus grands coéfficiens po- 
sitif et négatif de la proposée, ceux de la transformée 


P N N 

seront + ÿ > — y P our + V, et 4- y , ■ 


P v 
pour — V: 


y > y r v “‘ ■ y] 

ainsi, dans le premier cas, la limite inférieure des 

racines positives sera , et , dans le 

r S 4-x N4-V’ 

” cona '?iî=PTv' 


33o. Ces limites supérieure et inférieure ne sont pas 
généralement aussi rapprochées qu’elles peuvent l’ê- 
tre, ce qui est un grave inconvénient : car plus 
l’espace entre ces limites est grand, plus il reste 
d’incertitude sur le lieu de chacune des racines 
positives ; plus il faut multiplier les substitutions 
à faire dans cette étendue, pour n’intercepter qu’une 
racine entre deux substitutions consécutives, et plus 
aussi il y a de ces substitutions inutiles, comme on 
le verra mieux par la suite. On obtiendra des limi- 
tes aussi rapprochées qu’il est possible, au moyen 
de l’analyse suivante qui est due à Newton. Soit 
toujours l’équation 

, ,v m — kx m ~ 1 . . . . -— Ta: 4- V =o : 
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si l’on pose x = z + l , d’où z = a: — l, le nombre l 
étant indéterminé, les racines de la transformée en z 
seront toutes plus petites que celles de la proposée, 
de ce nombre l : si donc on détermine l par la con- 
dition que tous les termes de cette transformée or- 
donnée suivant z , aient le même signe , c’est-à-dire , 
le signe plus, cette équation en z ne pourra admet- 
tre que des racines négatives (a84), et par consé- 
quent la valeur positive de l qui aura rempli cette 
condition, surpassera la plus grande racine positive a;. 
La transformée en z sera ( 3 i 8 ) de la forme 

X 4- Yz + Zz’-+ Uz 3 -*-0 +z m = o , 

dans laquelle (idem) 

\=l m — kl m ~ l a . . — T/-t- V 

« 

Y — (m — 1 ) A/ m — 2 (m — a)B/"*— 3 .. . . — T 

Z — BiÇw— 0 0(iw— • ,| s 

2 a 

U , m _ 3 _ ^ 

1. a. 3 


Il s’agira donc de découvrir la valeur numérique 
de / propre à rendre tous ces polynômes positifs, 
en commençant ces essais sur le plus petit, remcfu- 
tant jusqu’au plus grand, et faisant croître l par des 
degrés rapprochés. Ce procédé qui, à la vérité, exige 
des tâtonnemens, étant appliqué à la transformée 
en y , donnera la limite inférieure. 

Faisons une application à l’équation 


x 5 


-gx + 7- x ~~ 

^ 49 


1 



la substitution x — z / donne 


3n. 
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X=/>— 9 l'+pl-± 
y 49 49 

Y = 3 /* — 18/ + ^ 


Z = 3 /— 9 ; 


49 


et on trouve que tous ces polynômes deviennent 
positifs, pour /= 9, tandis que la formule S -f- 1 
donnerait 9 -t- 1 = 10 (*). 

33i. Nous énoncerons quelques remarques qui 
trouvent naturellement place ici. i°. Lorsque tous 
les termes de la proposée sont positifs, les limites 
supérieure et inférieure, déduites de ces formules 

S4-1 etjçr 1 — , se réduisent à l’unité, c’est à-dire, qu’el- 

les coincident : aussi , dans ce cas , la proposée ne 
peut-elle admettre de racines positives (284), si ce- 
pendant elle en a de réelles : a° lorsqu’une équa- 
tion n’a que des racines imaginaires, on peut bien 
assigner des limites, puisqu’il suffit pour cela qu’il 
y ait dans la proposée un terme négatif, auquel 

cas la transformée, déduite de x =-, contient un tel 

r 

coéfficient ; donc de ce qu’il existe des limites de 
racines, on ne doit pas conclure que l’équation 
comporte des racines réelles : c’est une circonstance 
dont on peut s’assurer sur l'équation* du second 
degré qui peut admettre des racines imaginaires , 


(*) Voyez sur ce sujet un mémoire de M. Maiiière et une 
observation de M. Serres, tom. III des Annales de mathémati- 
ques; et dans le tom. VI, les démonstrations des deux théo- 
rèmes suivans, dus a M. Bret. Théor. I. En ajoutant successi- 
vement à r uni té une suite de fractions ayant pour numérateurs 
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quoique le coéfficient du second terme soit néga- 
tif, (chap. XIX.) : 3» lorsqu’une équation ne ren- 
lerme que des puissances paires de l’inconnue , 
et que tous ses termes sont de même signe, c’est- 
à-dire , positifs , les limites des racines positives 
coincident, et il en est de même de celles des ra- 
cines négatives, puisque le changement de - 4 - x en — x 
n’en apporte pas dans les signes de l’équation : les 
racines d’une telle équation n’étant ni positives, ni 
négatives, ne peuvent donc qu’être imaginaires, con- 
clusion nécessaire, si l’on observe qu’une imagi- 
naire ne peut être positive ni négative. 

33a. Théorème I. Deux nombres qui substitués pour x 
dans le polynôme qui forme le premier membre d une 
équation dont le second est nid, donnent deux résul- 


tés coefficient négatifs d'une équation proposée, pris positivement, 
et pour dénominateurs la somme de tous les coefficient positifs 
qui les précèdent respectivement , le plus grand des nombres ré- 
sultans pourra être pris pour limite supérieure des racines de 
cette équation. Ainsi par rapport à l’équation 

«.r’-t-éx* — ex’ — d^'-i-ex’ — fx' — gx'-\-hx' — kx-\-l=zo 
la limite supérienre sera la plus grande des fractions 
. c d f 

1 -l 7 ; 1 h . : 1 — - — • 

a-\-b * a -r b * fl + o + < J 
• ' , 

1 + 7 ; 1 H 7 } : 

a b + e , a + b •+• e + k 

ainsi par rapport à l’équation numérique 

ax’ •+■ 1 jx‘ — iox 5 — a6x* 3 tx' + 71X’ — aîox — 348=0 
la limite supérieure sera le plus grand des deux nombres 

a 6 a 6 348 348 , . 

1 = 1 ■+■ — et 1 + = 1 + — ~ . c est-a 

a+11 j 3 a + xi + 3 i + 7a x»° 
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tats de différais signes , interceptent, au moins, une 

racine réelle. 

Désignons par P la somme des termes positifs du 
polynôme X, et par Q celle des termes négatifs 
pris, abstraction faite du signe : la proposée sera 
abréviativement représentée par 

P— Q=o : 

soient p et q les deux nombres qui, écrits pour x, 
donnent des résultats — et 4 - , nombres que nous 
supposerons positifs ; que p soit le plus petit et 


* 

dire, (\ : en changeant x en — x, on a ponr transformée 
ax’ — ijx ‘ — iox ! -*- a6x* -*• 3ix’ — 7ax’ — a3ox+ 348= 


qui a pour limite supérieure le plus grand des deux nombres 


1 1 

1 + — et 1 
a 


a3o a3o . . - , 

_ — - — = 1 + — . Cette limite est 7 : ainsi les 
3t 5g 


a ■+• *6 

racines de la proposée, sont comprises entre 4 et 


Théorème II. Si après avoir divisé successivement chacun des 
coefficient négatifs d’une équation par le coefficient du premier 
terme, on extrait de chaque quotient une racine dont le degré 
soit le nombre des termes positifs qui précèdent le coefficient né- 
gatif dont il s'agit, le plus grand des nombres qu’on obtiendra 
en augmentant chacune de ces racines d'une unité, pourra être 
pris pour la limite supérieure des racines de la proposée. 

En appliquant cette règle à l’équation numérique ci-dessus, 
on trouvera pour limite des racines positives, le plus grand des 
a 4 

nombres, i «+■ v/ — } 1 + y/— ? j et ponr limite des racines 

i 3 ^ 

négatives 1 -*■ y/ — , 1 y/~ , c’est-à-dire , que ces limites 


seront + 5 et — 7. 
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donne le résultat — ; que q soit le plus grand et 
donne le résultat +; on aura dont pour x=p, 

I 1 — Q < o 

et, pour x = q, 

P — Q > o : 

il résulte de la forme des polynômes P et Q qui ne . 
contiennent que des puissances entières et absolues 
de x, que ces fonctions croîtront continuellement à 
mesure que x augmentera, et qu’en faisant augmen- 
ter x par des degrés très rapprochés, elles augmen- 
teront aussi par des dégrés très rapprochés, mais de 
manière cependant que les accroissemens de P seront 
plus rapides que ceux de Q, puisque de plus petit 
qu’était le polynôme P, il devient plus grand que 
Q : donc le polynôme P aura coincidé avec le po- 
lynôme Q , et conséquemment entre les deux substi- 
tutions P et Q, il s’en trouvera nécessairement une 
qui donnera P=Q, c’est-à-dire, 

P — Q = o (*) •' 

% 

cette substitution sera donc racine de l’équation. Si 
la racine interceptée est commensurable, cette coinci- 
dence aura lieu rigoureusement et réciproquement : si 
cette racine est irfcommensurable, la différence P— Q 
' pourra être rendue aussi petite qu’on voudra. Quoi- 


(*) On pourrait assimiler ces deux polynômes P et Q à deux 
mobiles assujettis à se mouvoir suivant une même direction, dans 
le même sens, et dont le moins avancé P dépasserait l’autre : né- 
cessairement ces deux mobiles se rencontreraient. On a objecté 
contre cette démonstration qu'elle suppose la considération de 
quantités infiniment petites , qui est interdite dans celte partie 
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que les polynômes P et Q croissent continuellement, 
lorsqu’on passe de x=p à x = q par toutes les va>- 
leurs intermédiaires , cependant on conçoit qu’ils 
peuvent coïncider plusieurs fois entre ces substitu- 
tions extrêmes, parce que P qui est supposé croître 
d’abord plus vite que Q, peut, à partir de la coin- 
cidence avec Q, croître moins rapidement et être 
de nouveau atteiut par le polynôme Q. C’est cette 
observation qui motive la restriction, au moins , 
énoncée dans le théorème. 


des mathématiques ; mais il faut observer que cette considération 
a’ert déjà glissée plusieurs fois dans ce qui précède et qu’elle n’est 
pas radicalement exclue de la géométrie. Au reste il me semble 
que, dans cette partie de l'algèbre sur-tout , elle doit être em- 
ployée sans scrupule, lorsqu'elle offre des abréviations. 

Dans le IV volume des annales de mathématiques , M. Encontre, 
établit rigoureusement cette proposition sur les deux suivantes , 

1°. Étant donnés un polynôme Axm-f-Bxm— i-f- -t-Tx-t-V, 

dont tous les termes sont positifs, et un nombre p qui substitué 
pour x , donne un résultat k , assigner un nombre p tel que la 
substitution p- 4 -p pour x dans ce même polynôme, donne .un ré- 
sultat k et <^k-+-h, h étant une quantité positive donnée et 
aussi petite qu'on voudra. 

Par exemple, le polynôme x 1 -f- 5 x’ - 4-4 x-f. u, pour x=4, 
donne le résultat 17a : si l'on demande pour x une autre valeur 
4-|~p telle que le nouveau résultat soit^> 17a et 17J, on fera 
la substitution 4+ P pour x et on aura, 

x'^’-t-î^’P-f-Mp’-t-p’ 

5 x’= 5 . 4 *-t- 6 .a. 4 p-t- 5 p’ 

4 x= 4 - 4 -l- 4 P 
ia = ia; ’ 

le plus grand des coéfficiens des puissances de p dans la trans- 
formée i7a-+-9a{H-i7p*-t-p*, est évidemment 9a=S, en sorte 

qu’il faut prendre P = j-^=^- ; donc /j-4-p=44- 
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Par exemple, l’équation, 

x 3 — ax — 5 = o, 

traitée par la méthode de M. Budan (3i5), donne 
ces transformées, 

( x — i) 5 -t- 3 (x — 1)’-+- (* — ») — 6=o 

(x — a) 5 -l-6(x — a)’ -t- io(x-r-a) — i — o 
(x — 3 ) 3 + 9 (x — 3 ) * -t- a 5 (x — 3 ) + 16 = 0 


en effet, le résultat de cette substitution dans le polynôme, eit 
796840 . . h 

1 ji -4~ fa/ 35 ' ’ Si on prend P < s -h ' A ’ 1 accrolsiemcnl du poly- 
nôme sera moindre et encore positif : M. Encontre démontre que 
cet accroissement est compris entre les limites, * 

Sp 5 pm + i Sfr 5 'P<u+ 1 

1—8 et t— P I— P '* 

S’ désignant le plus petit des coéfficiens de p dans la transfor- 
mée en p. 

a°. Etant donnés deux polynômes, 

P=Axm-4-Bini — i-f- -+-Tx 4 -V 

Q=A'xn-f-B'xn- t -HTx-f-V' 

dont tous les termes sont positifs , et de plus deux nombres p et 
q tels que le premier, étant substitué pour x dans l’un et l’autre a 

polynômes , donne pour P un résultat plus petit que pour Q , et 
que le second pareillement substitué pour x, donne pour P un ré- 
sultat plus grand que pour Q, trouver entre p et q un nombre qui , 
écrit pour x dans l'un et Vautre polynômes, donne pour P et Q 
deux résultats dont la différence soit moindre qu'une certaine 
quantité h, quelle que petite qu’on puisse la prendre. 

Théorème. Si deux, nombres p et q, substitués successivement pour 
x dans le premier membre d'une équation, donnent des résultats 
de signes contraires, cette équation admettra une racine entre ces 
substitutions. 
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et corame les hypothèses x= 1 , æ =3 fournissent les 
résultats — i et +- 16 , on conolut avec certitude 
l’existence de quelques racines entre a et 3 . 

333. Nous n’examinerons pas ici les cas où les 
substitutions, qui donnent des résultats de différens 
signes , auraient elles-mêmes des signes différens , , 

. ou toutes deux le signe moins; car nous n’aurons 
jamais occasion, dans ce qui suit, de faire de telles 
substitutions, puisque l’une d’elles ou toutes les deux 
sortiraient des limites qui comprennent les racines 
positives , et c’est seulement entre ces limites qu'on 
doit substituer pour reconnaître la présence et le 
nombre de ces racines. 

334. Le but des substitutions à faire entre les li- 
mites supérieure et inférieure, étant d’obtenir pré- 
cisément autant de couples de résultats de différens 
signes , que la proposée comporte de racines réelles 


Soient P et Q ce» deux sommes prises , abstraction faite des 
signes : puisque p et q donnent des résultats de signes contrai- 
res, il faut que p rende P <C.Q et que q rende, au contraire, 
P^> Q. Mais nous venons de prouver qu’alors on peut toujours 
trouver entre p et q un nombre qui rende la différence P — Q 
moindre que toute quantité donnée : on peut donc toujours assi- 
gner entre p et q un nombre très approchant de la racine incom- 
mensurable. 

M. Encontre démontre ensuite que si deux substitutions telles 
que — p et — q, ou •+-/> et — q donnent des résultats de signes 
contraires, elles intercepteront une racine comprise entre — p et 
— q dans le premier cas , et entre p et — q dans le second. 

, Il est bon de remarquer que le problème a° fournirait au be- 
soin une méthode d’approximation pour une racine dont on au- 
rait déjà deux limites. 
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positives, nous aurons à rechercher quel doit être 
l’intervalle à mettre entre ces substitutions pour 
satisfaire à cette condition : mais auparavant, et par- 
ce que cette recherche ne porte que sur les racines 
réelles, il sera bon de supposer l’équation décom- 
posée en deux facteurs dont l’un ne donne que les 
racines réelles, et l’autre les racines imaginaires, 
et d’examiner, en particulier, l’influence des substi- 
tutions sur ce dernier polynôme. 

335. Les racines réelles incommensurables, tant 
positives que négatives de la proposée, étant en 
nombre n , et représentées par a, b, c etc. , si on 
divise le premier membre de l’équation par le pro- 
duit, des facteurs x — a, x — b , x — c etc., je dis 
qu’on aura pour quotient un polynôme du degré 
m — n, lequel ne deviendra jamais négatif, quelque 
valeur qu’on doqne à x: en effet, s’il existait un 
nombre ,qui , substitué pour x , rendît ce quotient 
qégatif, copnme on peut assigner une autre substi- 
tution qpi le rendrait positif (33o), c’est-à-dire, 
qui donnerait un résultat de même signe que son 
premier terme , on aurait donc deux substitutions 
qui donneraient des résultats de signes différens, 
et conséquemment la proposée admettrait encore, 
au moins , une racine réelle en sus de celles 
qu’on a supposées , ou , en d’autres termes , une 
. des racines imaginaires deviendrait réelle. Ce po- 
lynôme quotient ne doit donc jamais changer de 
signe par toutes les substitutions faites pour x , pro- 
priété qui nous servira dans la suite. Nous allons 
prouver que ce même polynôme sera de degré 
pair avec, un dernier terme positif, ce qui revient 
à faire voir que s’il était de degré impair avec un 
dernier terme soit positif, soit négatif, ou même 
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de degré pair avec un dernier terme négatif, il ad- 
mettrait une ou plusieurs racines réelles. Ces pro- 
positions seront le sujet des théorèmes suivans. 

336. Théorème II. Toute équation de degré im- 
pair , admet , au moins , une racine réelle de signe 
contraire à celui de son dernier terme, ou du terme 
tout connu. 

Nous supposerons successivement le dernier ter- 
me négatif et positif: dans le premier cas, le nom- 
bre zéro et la limite supérieure des racines positi- 
ves, substitués pour x, donnent des résultats de dif- 
férens signes : la proposée admet donc (33a), au 
moins, une racine entre zéro et cette limite supé- 
rieure qui est un nombre positif, c’est-à-dire, une 
racine réelle positive. Dans le second cas, en chan- 
geant -{-x en — x , on aura une transformée dont 
le premier terme sera négatif, et dont toutes les 
racines positives seront les négatives de la propo- 
sée, et réciproquement : changeant ensuite tous ses 
signes, le premier terme deviendra positif et le der- 
nier négatif; d’où l’on conclura pour cette transfor- 
mée, au moins, une racine réelle positive, et pour 
la proposée au moins une racine réelle négative. 

Théorème III. Toute équation de degré pair , dont 
le dernier terme est négatif , comporte , au moins , 
deux racines réelles , f une positive , ï autre négative. 

En effet, pour x = o , l’équation se réduit au der- 
nier terme qui , par hypothèse , est négatif; prenant 
ensuite pour x la limite supérieure des raciues po- 
sitives , on obtient un résultat positif : doue la 
proposée admet , au moins , une racine réelle po- 
sitive. Si l'on change dans la même équatiou le 
signe des puissances impaires, les racines négatives 
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seront changées en racines positives ; mais d’ailleurs 
le premier et le dernier termes conserveront leurs 
signes primitifs ; donc , d’après ce qui vient d’être 
démontré , la transformée aura , au moins , une 
racine réelle positive , et la proposée , au moins , 
une racine réelle négative. 

Lorsque l’équation de degré pair a son dernier 
terme positif, les substitutions précédemment em- 
ployées donnent deux résultats de même signe , en 
sorte qu’on ne peut plus conclure nécessairement 
l’existence d’une racine réelle : cependant l’équation 
peut en admettre de telles , mais aussi elle peut ne 
comporter que des racines imaginaires , ainsi qu’on 
l’a déjà vu ( Chap. XIX ) à l'égard de celle - ci 


x'+px+q=o , sous la relation 


E 

4 


<q. 


337. Les facteurs du premier degré, qu’on suppose 
aux polynômes de la forme x m — Ax"— « . . . .Tx-+-V, 
qui ne peuvent jamais acquérir de valeurs négatives 
pour toutes les substitutions faites pour x, sont ap- 
pelles imaginaires , et les seconds termes de ces 
facteurs , sont les racines imaginaires des équations 
formées en égalant à zéro le produit de ces facteurs : 
d’où l’on voit 1 0 que le nombre des racines imaginaires , 
est toujours nécessairement pair ; a° que leur produit , 
qui est égal au dernier terme du polynôme , est tou- 
jours positif. 

338 . Iæ polynôme quotient, c’est-à-dire, celui 
qui ne renferme plus que les racines imaginaires 
de la proposée , ayant son dernier terme positif , 
on conclura que le terme tout connu d'une équation, 
sera positif ou négatif , suivant que les racines réelles 
positives seront en nombre pair ou impair. En effet, 
le dernier terme du polynôme quotient multiplié 
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par le produit des seconds termes des facteurs 

(x — d){x — b) (x-H f){x+g) dus aux racines 

réelles positives et négatives, donne le terme tout 
connu de la proposée, dont le signe ne dépendra 
conséquemment que de celui du produit des seconds 
termes des facteurs qui répondent aux racines réelles 
positives. 

339. On peut encore déduire de là cette autre 
conséquence qui trouve son application dans la 
géométrie analytique : si ton sait d avance qu'un 
polynôme ne comporte que des racines imaginaires , 
on sera assuré qu'il conservera le signe du premier 
terme pour toutes les substitutions faites pour x. Car, 
d’abord en supposant le premier terme positif, un 
tel polynôme se réduit, pour x — o, au dernier 
terme qui est positif , dans l’hypothèse actuelle ; 
toutes les autres substitutions doivent donc donner 
des résultats positifs : autrement le polynôme ad- 
mettrait , au moins, une racine réelle. Si le premier 
terme est négatif, ou si le polynôme est tel que celui-ci 
— Aa^-t-Bæ 1 — Gr’-t-Da; — F , on l’écrira de cette ma- 
nière : — [Ax* — Ita’-f-Ca: 1 — Dx+F), et, à cause du 
signe — qui est en-dehors, les résultats seront cons- 
tamment négatifs. 

3/|0. Théorème IV. Lorsque le nombre des racines 
réelles positives , interceptées entre les substitutions faites 
pour x , est pair , les résultats dus à ces substitutions 
sont positifs ; et, au contraire, ces résultats ont des 
signes différens , lorsque les racines réelles positives 
interceptées sont en nombre impair. Réciproquement, 
deux substitutions pour x , qui donnent des résultats 
de différens signes, interceptent nécessairement des 
racines réelles positives en nombre impair , et deux 
substitutions , qui donnent des résultats d’un même 
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signe , interceptent des racines en nombre pair ou en 
nombre zéro. 

Nous avons insinué (33a) que deux substitu- 
tions qui donnent des résultats de différens signes , 
peuvent comprendreentr’elles plusieurs racines réelles 
positives : il pourrait arriver aussi qu’il tombât de 
telles racines entre des substitutions qui donneraient 
des résultats du même signe. Ce sont des circons- 
tances qu’il importe d’examiner plus particulière- 
ment. 

Soit, à cet effet, le polynôme 

(a? — a)(x — b)(x — c) (x — i) (x — k){x — l) 

(x — r)(x — n) (a:-t-a)(x+p). .... x Y 

formant le premier membre d’une équation : on 

suppose les racines réelles positives a, b , c 

n rangées par ordre de grandeur , en sorte qu’on ait 

a> b>c > n, l’ordre des racines négatives étant 

indifférent : Y est le produit des facteurs qui répon- 
dent aux racines imaginaires. Soient maintenapt 
deux substitutions p et q telles qu’on ait q < i et > A 
et conséquemment r> n , etc., et p<r , 

mais >n, etc. : il est clair que pour x=q p, 

le produit à gauche du facteur x — k aura le même 
signe qui pourra être -+- ou — , et qu’il en sera de 
même du produit des facteurs depuis x — n inclusi- 
vement jusqu’à Y exclusivement : d’ailleurs par ces 
deux substitutions , le polynôme Y ne doit pas 
changer de signe (33<)) ; donc le signe du produit 
total ne peut plus dépendre , pour chacune de ces 
deux substitutions , que du signe du produit des 
facteurs depuis x — k inclusivement jusqu’à x — r in- 
clusivement : or, les signes de ces derniers produits, 
relatifs aux deux substitutions, seront les mêmes ou 
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différens, suivant que ces facteurs seront en nombre 
pair ou impair. Le cas, où le nombre des racines inter- 
ceptées est nul, a lieu lorsque le facteur x — n est con- 
sécutif à x — i. On voit ici la raison de cette restriction , 
au moins , dans l’énoncé (33a). Ainsi de ce que deux 
substitutions ne donnent pas de résultats de signes 
contraires, il ne faut pas conclure qu’elles n’inter- 
ceptent pas de racines réelles , et d'autre part , si 
l’équation admet plusieurs racines réelles dont la dif- 
férence soit moindre que l’unité, ou, en général , 
moindre que S , en prenant £ pour l’intervalle entre * 
les substitutions , les couples de résultats de signes 
différens seront en nombre moindre que les racines 
réelles. On conçoit qu’en diminuant l’intervalle entre 
. les substitutions successives au point que chaque 
couple de substitutions, qui donnent des résultats de 
signes différens , n’intercepte qu’une seule racine . 
on ne sera jamais en erreur sur le nombre de ces 
racines réelles positives , et de plus on pourra dé- 
couvrir une portion de la valeur de chacune d’elles. 

Eu effet, si les deux nombres p et q qui donnent des 
résultats de différens signes, ne comprennent qu’une 
racine , et si de plus ils ne diffèrent entre eux que 
de l’unité , ou même de moins d’une unité, le plus 
petit des deux sera une première approximation de 
la racine intermédiaire. Il est clair d’ailleurs que 
si la différence entre p et q, est plus grande que 
l’unité , on pourra substituer successivement depuis 

p < q jusqu’à q les nombres p-hi,p+z deux 

de ces nombres consécutifs, donnant nécessairement 
l’un -+- l’autre — , intercepteront une racine. Nous 
nous proposerons donc d’espacer les substitutions à 
faire entre les limites supérieure et inférieure des 
racines , de telle manière que deux substitutions con- * 
sécutives , donnant des résultats -+- et — , ne com- 
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prennent qu’une seule racine réelle. A cet ellet, nous 
établirons le théorème suivant. » 

34 1. Théorème Y. Si les deux nombres p et q 
substitués pour x, diffèrent d'une quantité plus pe- 
tite que la plus petite de toutes les différences entre 
les racines de la proposée , et s'ils donnent des ré- 
sultats de différens signes , ils n intercepteront qu’une 
racine. 

En effet , i° si les deux nombres p et q n’inter- 
ceptaient aucune racine, ou o racine, auquel cas le 
nombre des racines comprises serait pair, les résultats 
numériques correspondans seraient de même signe 
(34o), ce qui serait contre l’une des hypothèses faites 
dans l’énoncé; a° si p et q comprenaient plusieurs 
racines, la différence q—p ou p — q serait plus grande 
que la plus petite différence entre les racines, ce qui 
serait contre l’autre hypothèse. Donc, etc. 

34a. Il nous reste donc à assigner un nombre 
plus petit que la plus petite différence entre les 
racines réelles de la proposée , c’est-à-dire , à ré- 
soudre cette question. 

• Problème. Etant donnée une équation quelconque , 
en déduire une autre dont les racines soient toutes les 
différences possibles entre celles de la proposée. 

Soit l’équation 

x rn — Bx" 1 —* — Tx-+- V=o ( 1 ) : 

Si l’on pose (3 17) 

x — x+z , d’où zz=ix — x', 

x et x' étant les représentations des racines de (1), 
z qui est l’inconnue de la nouvelle équation , re- 
présentera toutes les différences possibles entre les 

3i 
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racines de (i) : ordonnant le résultat de cette subs- 
titution suivant les puissances ascendantes de z , on 
aura une équation en z de même degré que la pro- 
posée , et qui ( 3 17) sera de la forme 

X-t-Yz+Zz’-t-liz 3 -*- z m =o (i), 

les coéfficiens X, Y, Z, etc., étant des polynômes 

dont les compositions en x , A, B, C T, V et 

m , sont connues et assignées ( idem ). Les racines 
de (1) étant x = a , = b, = c , etc., celles de (a) 
seront 

% 

z — a — x , z = b — x , z = c — x , etc. 

1 

différences dont le nombre est m ; puis faisant 
i° x ' = a, on aura 

z = a — a , z — b — a , z = c — a , etc. 

a° x = b , on aura 

z = a — b , z = b — b , z — c — b , etc. 

et ainsi de suite. Pour chacune des racines x ' , la 
transformée (a) s’abaisse au degré m — 1 , ce qui 
doit arriver, puisque sous l’acception de x , 011 a 
X = o : d'ailleurs, pour x =a, = b, =c> etc., l’é- 
quation (a) se change en une suite d’autres trans- 
formées dont les coéfficiens sont composés en a, en 
b, en c, etc., de la même manière que ceux de (a) 
le sont en x , transformées qu’il s’agirait de résoudre, 
pour avoir par leurs racines toutes les différences 
cherchées : or , pour obtenir une équation qui rem- 
place toutes ces transformées, il suffira d’éliminer x 
entre les équations (1) et (a), en observant que, dans 
cette dernière, on peut changer x' en x : en effet, on 
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sait d’avance que ces systèmes de valeurs 

et 

etc. etc. 

satisfont aux équations (r) et (a); et comme l’équa- 
tion finale est en z , toutes les valeurs précédentes 
de z , ne peuvent être que les racines de cette équa- 
tion , et de plus ces valeurs sont les seuls nombres 
qui jouissent de cette propriété. 

On est donc conduit, pour la formation de l’équa- 
tion aux différences des racines , à cette pratique de 
calcul : remplacez dans la proposée , f inconnue x par 
x-t-z , supprimez dans la transjormée en z , le poly- 
nôme X qui répète la proposée , éliminez x entre 
l'équation donnée et sa dérivée , et f équation résul • 
sultante sera celle aux différences. 

343. Cette équation finale sera du degré m(m — 1), 
(3 18 note), et conséquemment de degré pair; de 
plus ces différences étant égales deux à deux , et 
de signes contraires , l’équation finale ne doit com- 
porter que des puissances paires de z, afin que le 
changement de -+- z en — z , qui n’en doit apporter 
aucun dans la totalité des racines , puisque les po- 
sitives sont répétées par les négatives , n’en apporte 
pas non plus dans l’équation. Partant l’équation 
aux différences sera de la forme 

z 5 " — A'z 1 »— a +B'z 2 "— < — C'z»«— 6 + +Y —0 (3) : 

en remplaçant z J par^, elle devient 

y”— A/"-M-B'j»-»— .cy»- 3 + +Y—o (4). 

I 

Comme les facteurs de (3), sont z — (a — b), z — (b — a), 

3t. 



z = b — a , z = c — a , z = d — a , etc. 
z=a — b , z = c — b , z— d — b , etc. 
z=a — c , z — b — c , z — d — c , etc. 
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z — (a — c), z — (c — a), etc., si l’on fait les produits 
de ceux qui renferment les racines égales et de 
signes contraires , les facteurs de l’équâtion ( 4 ) 
seront 

i 

y — [a — b)' , y — (a — c)’ , y—{a—d )' , etc. 

d’où il suit que cette dernière équation sera celle aux 
carrés des différences des racines. 

344- L'équation (4) ne change pas , soit qu’on 
augmente ou qu’on diminue d’un même nombre cha- 
cune des racines de la proposée , en sorte qu’on pourra 
faire disparaître le second terme de celle ci ( 278 ), 
ce qui abrégera un peu le calcul de l’équation aux 
carrés des différences. Ou observera que le degré 
de ( 4 ) , sera abaissé dans le cas de quelques racines 
incommensurables égales parmi celles de la pro- 
posée. 

345. Ayant ainsi obtenu l’équation aux carrés des 
différences , il faut en déduire un nombre moindre 
que la plus petite de ses racines, d’où on conclura 
facilement un nombre moindre que la plus petite 

différence. A cet effet , on posera y — - dont la 

substitution dans ( 4 ), donnera 

1 — Au -t- Vlu' — Cu 3 . i . . . V’u* = o (5) , 

et, après la division par V', 

u n — AV»— ‘-t-BV 1 — a — C"«"~ 3 + etc. . . . =0 ( 6 ). 

Soit l un nombre plus grand que la plus grande 

racine positive de ( 6 ) : ^ sera , d’après la relation 
y— ^i un nombre plus petit que la plus petite racine 
, positive y, et sera, d’après l’hypothèse y=s\ 
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uu nombre moindre que la plus petite différence 
entre les racines réelles de la proposée. Donc dans 

le cas de VI < i , d’où 1 ■> on sera certain que 

la proposée n’a pas de racines réelles dont les dif- 
férences soient moindres que l’unité : on pourra 
donc alors prendre l’unité pour différence entre les 
substitutions à faire entre les limites supérieure et 
inférieure des racines positives :mais si l’on a//>i, 

d’où < i , il sera possible qu’il y ait dans la pro- 
posée des racines dont les différences soient moin- 
dres que l’unité : cependant comme la plus petite 
de ces différences , sera nécessairement plus grande 

que-p^, on pourra prendre ce nombre ou un nombre 

moindre pour l’intervalle constant à mettre entre les 
substitutions. Généralement, soit k le nombre entier le 
plus approchant en-dessus de VI, -si VI n’est pas un 

nombre entier : on aura | ~ , pour la diffé- 

rence constante de la progression des nombres à substi- 
tuer : connaissant cette différence ainsi que les limites 
supérieure et inférieure L et L' des racines positives, 
on substituera successivement pour x les nombres 

. i _ . i _> / a _■ i 3 

L , L -+- j , L -+- j , L -+- j 

jusqu’à L exclusivement ; les résultats dus à ces 
substitutions , formeront une suite de nombres qui 
offriront précisément autant de variations de signes „ 
que la proposée comporte de racines réelles posi- 
tives, et de plus chacune de ces racines tombant 
entre les deux substitutions consécutives qui ont 
donné des résultats de différens signes , la plus pe- 
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tite des deux différera , en moins , de la racine 

comprise, d’un nombre plus petit que On con- 
naîtra donc le nombre des racines réelles positives 
incommensurables de la proposée , et de plus on 
aura la valeur approchée de chacune d’elles , à 

moins de la fraction ^ (*). 

346. Nous rappellerons que, pour étendre cette 
méthode aux racines négatives , il ne faut que 
changer -\-x en — x dans la proposée, dont les ra- 
cines négatives se changeront en positives. 

347 . Si tous les termes de l’équation aux carrés 
des différences, ont le même signe, aucun nombre 
positif ne pourra y satisfaire (a 84), d’où il suit que 
la proposée ne pourra comporter plus d’une racine 
réelle; car si elle en avait deux, l’une g et l’autre /J 
il y aurait une différence g—f ou f—g dont le carré 
{g—jy serait essentiellement positif, ce qui est con- 


(*) Nous rapporterons ici une observation de M. Budan, con- 
signée dans sa nouvelle méthode pour la résolution des équations 
numériques : soit , par exemple , une équation du quatrième 
degré ayant une de ses racines entre o et 1 , une autre racine 
entre 1 et 2, une troisième égale à 4 , moins un dthni-milliouième, 
et une quatrième égale à 4 > plus un demi-millionième : dans 
ce cas , la limite de la plus petite différence entre les racines , 
sera moindre qu’un millionième : donc le nombre des termes à 
substituer entre les limites des racines positives , s’élèvera à plus 
de qnatre millions , tandis que celte équation peut se résoudre 
par la substitution des nombres o , 1 , 2 , 3 , 4 et 5 . En cas 
d’insuffisance de ces substitutions , on aurait recours à celle 
des dixièmes , puis à celle des centièmes et ainsi de suite. Au 
reste , nous renverrons suç ce point au chapitre trente-deuxième 
de cet ouvrage. 
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tre l’hypothèse. Dans ce cas d’une seule racine réelle, 

on pourra poser ^ ' = i. Généralement, on adoptera 

cette différence entre les substitutions successives , 
lorsqu’on saura , à priori , que la proposée n’a pas 
plus d’une racine réelle positive. Si la proposée com- 
porte seulement deux racines imaginaires, et elle ne 
peut en avoir un plus petit nombre (337), ^ mc >* n s que 
toutes ses racines ne soient réelles, alors l’une d’elles 
étant de la forme a-\-bv' — 1 , l’autre sera a — b\/ — i* 
comme on le démontiera (a e seet.); leur différence 
xb 1 / — 1 étant élevée au carré , sera — L\ \b 1 : donc 
l’une des racines de l’équation au carré des dif- 
férences sera négative : si donc cette équation ne 
ne présente que des variations de signes , auquel 
cas elle ne peut admettre que des racines positives 
( 284 ) , la proposée ne pourra avoir même deux ra- 
cines imaginaires : donc elles seront toutes réelles. 

348. Faisons quelques applications et considérons 
d’abord l’équation 

x' — xx — 5 = o : 

après avoir remplacé conformément à la règle (34a) , 
x par x'+z , ou par x+z, on aura la transformée 

. (33*’ — a )+3xz-i-z’ = o; 

éliminant x entre ces équations et posant z'=j } 
on aura 

y — ia/ 1 -t-36/-t-643 = o: 

comme dans cette équation en jr, les signes ne sont 
pas alternatifs, les racines de la proposée ne peu- 
vent pas être toutes réelles ; car , dans ce cas, celles 
de l’équation aux carrés des différences, étant posi- 
tives , cette équation ne présenterait que des varia- 
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lions de signes (a 84) : la pfoposéè n’a donc qu’une 
seule racine réelle; ainsi, d’après ce qui a été ob- 
servé (347) , on pourra faire des substitutions crois- 
santes d’une unité, à partir de x = o, et pour 

x — o = 1 , = a =3, etc. 

ou obtiendra les résultats 


— 5 , — 6, — r -t-16, etc. 

en sorte que la seule racine réelle et positive sera 
comprise entre a et 3; donc le nombre a sera la partie 
entière de cette racine. Dans ce cas, il est inutile 
de calculer les limites supérieure et inférieure des 
racines. 

Soit , en second lieu , l'équation 

x 3 — jx-hj = o: 

la substitution de x+z pour x, donne après les 
réductions , cette transformée en z , 


(3x’ — 7)-t-3xz-+-z’ = 0 : 

éliminant x entre cette équation et la proposée , on 
trouve cette équation aux différences 

z 6 — 4az*+44 iz ’ — 49 = o , 

et, sous l’hypothèse jr=z* , on a 


j — 4 \r ’ +44 ij — 49 -o- 

En posant, comme dans la théorie générale, j= ^ 
on formera l’équation 
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qui donne / = g+i=io pour limite supérieure 

des racines positives ( 33 o) : en sorte que 

est un nombre plus petit que la plus petite diffé- 
rence entre les racines de la proposée. En partant 
de l’équation aux différences qui est l’équation en z, 

et faisant z = \ , on a la transformée 
t ’ 





qui revient à celle-ci 

r -k =0 ’ 

qui donne pour limite supérieure, 9+1=10, bu 

plutôt 1+ l/ 9 = 4 : donc ~ = \ = TTVç, ~V 

pour le nombre plus petit que la plus petite diffé- 
rence. La méthode de Newton, appliquée à l’équa- 
tion en u, donne, comme on l’a vu ( 33 o), /= 9 

pour limite supérieure , d’où on conclut'-^- = ^ 

* ** 

pour différence entre les substitutions, qu’il faut 
préférer aux deux premières, comme étant plus 
grande , en sorte que le nombre des substitutions 
à faire, est moindre. Il reste à assigner les limites qui 
comprennent les racines positives de la proposée. A cet 
effet, on a ( 3 ag) 1+ t/S = i+ 1/7=3, etc., en ob- 
servant qu’il se trouve deux termes positifs x'+ox' 
avant le premier terme négatif — 7# : on pourra 

• , 

donc poser 4 pour limite supérieure : on trouvera - 

pour limite inférieure : ainsi les limites supérieure 
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et inférieure sont 4 et - , et la différence entre les 
substitutions est Pour éviter les fractions , on 

/jj t 

posera x = , ce qui change la proposée dans 

x' 3 — 63 x 4 - 1 89 = o , 

dont les racines sont triples de celles de l’équation 
donnée , en sorte que les limites de ces racines se- 

3 

ront triples des précédentes , c’est-à-dire , 1 a et - , 

•ou 11 et 1 , en observant qu’on peut abaisser la 

limite inférieure : la différence des substitutions de- 

* 

viendra triple aussi, c’est-àdire, 1. On fera donc les 
hypothèses 


x'= I 


11=4-127 

= 2 


— 4 - 7 r 

=3 


— 4 - 27 

=4 
— v 

d’où 

— 4 - 1 

«J 

=6 


| 

= 4 - 27 

=7 


— 4 - 91 


en s’arrêtant à x' = 8 qui rend le premier terme 
■t ' 3 > 63 x'. On conclut de ce tableau 

4 5 

x > 4 et < 5 , d’ou x > | et < - , 

O O 

5 6 

x' > 5 et < 6 , d’où x > - et < - • 

Pour procéder à la recherche des racines négatives, 
on changera les signes des puissances impaires de x 
dans la proposée, ce qui donnera 

— x* 4- 7X 4- 7 = 0, d’où x 3 — 7X — 7 = 0, 
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équation dont les racines positives se trouvent en- 
core entre les limites 4 et - , ou bien entre 12 et i 
pour la transformée 

*' 5 — 63 x' — 189 = 0, 

4 

dont les racines ont avec celles de la proposée la 
relation x = ^ , et la différence des nombres à subs- 
tituer sera encore l’unité, différence qu’on n’a pas 
besoin de calculer, puisqu’on sait qu’il ne reste plus 
qu’une racine réelle à découvrir. En commençant 
les substitutions, à partir de la limite supérieure, 
on trouvera qu’aux valeurs 

x — ia, —11, =10, =9 

répondent ces résultats 

« 

783, -t- 449 , 4- IOI , — 27 ; 

d’où l’on déduit 

, ■ • • * 1 

x' > 9 et < 10, d’où a 1 > 3 et < 3 4- ^ : 


il existe donc une racine comprise entre — 3 et 

-(3 + I). 

Soit enfin l’équation 

x 1 — 6a; -f- 4 =0, 

qui comporte la racine entière 1 , mais qu’on ne 
soupçonne pas : on trouve o , 4 pour l’intervalle à 
mettre entre les substitutions, et on a ce tableau 
dans lequel la lettre R note, comme plus haut, les 
résultats quant aux signes. 
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X = l, 

G 

+ 

II 

fà 

X=I, 

2 

. . . R — — 

0 

II 

H 

8 

...R= + 

6 

II 

4 

...R = + 

0 

II 

H 

0 

... R = -h 

x = — 

1 

■ • .R = + 

x = — 

a 

...R = -t- 

x — 

3 

.. ,R=— 


etc. 

II y a donc une racine entre 1,2 et 1,6; une au- 
tre entre 0,8 et 1,2 et enfin une troisième et der- 
nière entre — a et — 3. Rien n’annonce que la ra- 
cine comprise entre 0,8 et i,a est 1’unité ; mais 
lorsque, par la méthode exposée (Chap. XXXI% on 
voudra approcher davantage de la racine, on trou- 
vera le complément 0,2. Ainsi les racines commen- 
surables dont on n’aurait pas .débarrassé l'équation, 
ne mettraient pas la méthode en défaut.' * • 

349 . Le moyen le plus direct d’obtenir une limite 
plus petite que la plus petite des différences entre 
les racines d’une équation , est de calculer, comme 
nous l'avons vu ( 34a ), l’équation même dont les 
racines seraient les différences entre celles de l’é- 
quation donnée, et de déterminer ensuite par les 
méthodes connues, la limite de la plus petite racine 
de cette équation; mais pour peu que le degré de 
l’équation soit élevé , celui de l’équation aux diffé- 
rences monte si haut, qu’on est effrayé de la lon- 
gueur des calculs nécessaires pour en trouver tous 
les termes. Lagrange ajoute : « Comme cet incon- 
vénient pourrait rendre la méthode générale irnpra-' 
ticable, je me suis long temps occupé des moyens 
de l’affranchir de la recherche de l’équation des dif- 
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férences, et j’ai reconnu, en effet, que, sans calculer 
en entier cette équation , on pouvait néanmoins 
trouver une limite moindre que la plus petite de ses • 
racines. » Nous ferons connaître cette méthode sur 
un exemple, et nous prendrons, à cet effet, l’équa- 
tion 

x’ — 7 X -H 7 — o = X : 

nous avons trouvé (348), pour l’équation aux diffé- 
rences des racines 


Y + Zz + XJz* =o, 


en posant 3a:* — 7 =Y, 3x=Z, U=r. Faisons main- 
tenant z = \, hypothèse qui change la précédente 
dans celle-ci 


Y 



o , 


laquelle, multipliée par i* et diyisée par Y, devient 



mais L étant un nombre plus grand que la plus 
grande des racines i de ce Le équation , ^ sera la li- 
mite cherchée : or, comme le plus grand coéfficient 
des termes négatifs d’une équation , pris positive- 
ment et augmenté de l’unité, est plus grand que 
la plus grande des racines positives de cette équa- 
tion, il n’y aura qu’à chercher la plus grande va- 
leur négative qui résultera de la substitution des 
racines de la proposée X=o, à la place de x dans. 

r» 

les coéfficiens ^ et ÿ de l’équation en i , et même 


! 
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un nombre plus grand , le prendre positivement et 

l’augmenter de l’unité : ce sera le nombre L. Si les 

Zi 

coéfficiens ^ y ne contena ‘ ent c l ue des puissances 

de x, sans dénominateur, on pourrait facilement 
résoudre la question ; mais ici la difficulté vient du 
dénominateur Y qui contient l’inconnue x : voici 
comment ou peut l’éluder. Si l’on prend un poly- 
nôme tel que 

P = x’ -4 -ax+b, 

dans lequel a et b soient des coéfficiens arbitraires 
et qu’on le multiplie par le polynôme Y, qui, dans 
notre exemple, est 3ar“ — 7, on aura le produit 

P.Y= 3 o? 4 + 3 ax 3 -+-(3 b — 7)x’ — 7 ax — 7 5 ; 

mais X — o donne 

x J = 7x — 7, d’où x 4 = 7X 1 — 7X; 

faisant ces substitutions dans P.Y, il viendra 

P.Y = (35 •+• i 4 )®’ -4- (i 4 <* — ai)x — 21a — 7 b; 

On posera donc . • 

35 + i4 = o, i4 « — 21=0, — 21 a — 75 = K, 
d’où a = -|, b — — K = £ = P.Y : conséquem- 

ment 


P = #‘ + tx — -tS 

multipliant de part et d’autre par Z = 3 x, et subs- 
tituant pour x J sa valeur 7X — 7, on obtient 

P.Z = £x’ -4- 7-c — 21 : 
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de sorte que remplaçant dans l’équation en i, le 

polynôme Y par sa valeur p , on obtient 


P.Z . P , . 

+ K — °‘ ' 


où les coëfficiens 


P.Z onx’ A ix — 126 P 6a-’ -4- qx — 28 

K “ 7 ’ K. 7 , 

n’ont plus qu’un nombre en dénominateur. 

Cherchons par la méthode de Neivton les limites 
supérieure et inférieure des racines positives et né- 
gatives de la proposée : la transformée en l+z est 


X -+- Yz 4- Z z’+z 3 =o, 

en posant 


X = l 3 — 7/ Ht- 7 , Y = 31 ' — 7, 2 = 31 : 


la valeur de l, qui rend ces coëfficiens positifs, est a 
limite supérieure des racines positives. Si l’ou change 
x en — x , et èn même temps les signes, afin que le 
terme de plus haute puissance soit positive, on 
trouve 


X=P— 1 l— 1 ,Y= 3 l'— 1 ,Z= 3 l, 


coëfficiens qui deviennent positifs par l=h.en nombre 

3 1 

fractionnaire, on pourra prendre —qui sera une limite 

plus grande que les racines négatives prises posi- 
tivement. Pour avoir les limites inférieures, on chan- 
gera, pour les racines positives, x en - dans la pro- 

a 
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posée, et l’ayant multipliée par x s et divisée par 7 

on aura celle-ci , 

x 5 — x’ 4- - = o y . 


dont la transformée en l + z donne 

I , Y=3/’ — a/, z=Zl — 1 , 

3 4 

coéfficiensqui deviennent positifs par /= - : ainsi ^ 

sera la limite inférieure des racines positives. Pour 
obtenir la limite inférieure des racines négatives, on 

changera x en — x dans la transformée eu^ , puis 

les signes de l’équation , ce qui donnera 


, . -, 1 

x 3 4- x' — 0, 

7 

équation qui , par le changement de x en z-\- 1 , 
donne 

X=/ 3 4-/’ — - , Y= 3/’ 4- a/, Z— 3/4- 1, 

7 

coéfficiensqui deviennent positifs par/=* , en sorte 
que 3 sera la limite inférieure des racines négatives 
prises positivement. On a donc trouvé a et | pour 

les limites des racines positives, et 3 et — pour 
celles des racines négatives prises positivement On 
substituera donc ^ pour x dans les termes positifs 

et a dans les termes négatifs des deux coéfficiens 

27^*4-42* — 126 6.t’ 4- qx — a8 

et 2- et I on trouvera 

7 7 
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les résultats et — — : puis après avoir changé 

x en — x , ce qui change ces coéfficiens dans les 

37a:’ ■*— — ia6 6x’ — qx — 38 

suivans — et , on 

7 7 

écrira 3 pour x dans les termes positifs et ^ dans 
les négatifs, et on aura les résultats — ^ et — 


2 2 

Puisque — — est le plus grand des résultats néga- 
tifs ainsi obtenus, on posera 


L = — -t- 1, d’où -^-=- 2 -, 

7 L 39 

pour la limite moindre que la plus petite des dif- 
' férences entre les racines de la proposée. On a trouvé 

(348 1 par l’équation même des différences, £ = ^ , 

d’où l’on conclut que la méthode précédente donne, 
à la vérité, une limite un peu plus petite, mais que 
la différence est peu considérable. 

% 

Si dans l’équation (1) la quantité R était nulle, 
on aurait pour L une quantité infinie, et la limite 

serait nulle , ce qui indiquerait l’égalité de plu- 
sieurs racines dans la proposée: en effet, dans ce 
cas, on sait (Chap. XXVII) que X=o et Y=o:or, 

Ki 

à cause de Y = p , nécessairement pour Y = 0, on 

doit avoir R = o et réciproquement. 

Au reste, ajoute La Grange (not. IV de la Résol. 
des Équat. Num. ), quoique, pour une équation du 
troisième degré, il n’y ait rien à gagner par cette 
méthode, sur la longueur du calcul, il n’en sera pas 

3 a 
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de même pour les équations des degrés supérieurs : 
car le nombre des opérations qu’elle exige, n’aug- 
mente que comme le degré de l’équation , au lieu 
que celui des opérations nécessaires pour calculer 
l’équation des différences, augmente comme le carré 
de ce degré ( Voyez la seconde Section. Chap. FI. ) 


CHAPITRE XXIX. 


DÉMONSTRATIONS PAR LA GÉOMÉTRIE DES COURBES DES 

THÉORÈMES DONNÉS DANS le CHAPITRE PRÉCÉDENT. 

35 0. Il est bon de faire voir comment on a été 
conduit aux théorèmes qui servent de fondement à 
la théorie qui Elit le sujet du chapitre précédent, 
et de montrer qu'ils ne sont que les traductions al- 
gébriques de propriétés d’une courbe dont les coor- 
données a: et y ont entr’elles la relation exprimée 
par l’égalité du polynôme en x , formant le premier 
membre de l’équation, et une variable jr écrite en 
place de zéro dans le second membre. 

35 1. Reprenons l’équation générale 

x m — Ax m ~ t -4- B.r m — 2 -4- Tx — V=o , 

s 

et au lieu de supposer le second -membre égal à 
zéro, désignons-le par^, parce que, parmi les va- 
leurs successives que nous allons donner à a?, il 
s’en trouvera d’autres que celles qui réduisent le 
premier membre à zéro; en sorte que, pour celles-là, 
y représentera les nombres correspondans ou des 
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lignes proportionnelles à de ces nombres. Cela posé, 
nous porterons ( Fig. 1 ) les valeurs successives de 

x, sur une droite indéfinie XX', à partir d’un point 
fixe A (*), en convenant d’étendre celles qui sont 
positives de A vers X, ou de gauche à droite, et 
conséquemment les négatives de A vers X', o’est-à- 
dire, de droite à gauche (188). Soient AP une valeur 
quelconque de x et PM la valeur correspondante de 

y, que nous porterons sur une perpendiculaire au 
point P de la ligne XX', au-dessus de X'X, si elle est 
positive, et au-dessous, si elle est négative (Chap. 
idem): on répétera la même opération pour toutes 
les valeurs attribuées à x , tant positives que néga- 
tives, en observant de se conformer aux conventions 
faites. Si l’on a fait croître par des degrés très-rap- 
prochés, les valeurs de x, tant positives que négati- 
ves, et si l’on a joint les extrémités de toutes les 
perpendiculaires y correspondantes , on aura une 
ligne courbe qui sera la peinture de l’équation 

X™ — Aœ"- 1 -4-ftc"»— a -H Ta; — V —y., 

Cette courbe étant construite au moyen d’un grand 
nombre de points suffisamment rapprochés, si l’on 
veut connaître une valeur de x , correspondante à 
un résultat^- donné, et autre que l’un de ceux qui 
ont concouru au tracé de la courbe, on prendra sur 


( * ) Pour ceux des lecteurs qui n’ont pas encore étudié la 
géométrie des courbes, nous dirons que les lignes XX' et Y Y', 
que nous suposons ici à angles droits , se nomment axes, que 
leur intersection A est dite origine, que les longueurs A p, A p\ etc., 
sont dites abscitses, et les perpendiculaires pm,p'm' etc., sont dites 
ordonnées; en sorte qu’une abscisse et son ordonnée fixent 1a 
position d’un point par rapport aux deux ânes. . . : 

3 a. 
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l’axe AY et au-dessus de XX', si le résultat y est po- 
sitif, une longueur AB==^, et par le poiut B on 
mènera une parallèle à XX', qui coupera la courbe 
en des points m, rri , m", etc., n, n" , etc., dont 

les abscisses=A/>,=A/»',= Kp" ,elc.,=Aq,=Aq, etc., 
seront toutes les valeurs de x , qui répondent à^=AB. 
Pour une abscisse x intermédiaire entre celles qui 
ont servi à la construction de la courbe, on trou- 
vera l’ordonnée ou le résultat y , en prenant avec 
un compas la perpendiculaire qui répond à cette 
abscisse et la portant sur l’échelle de parties égales 
dont on s’est servi pour construire. On remarquera 
que, pour x—o , on a le résultat y= — V, ordon- 
née négative représentée par AY', en sorte .que Y' 
est un point de la courbe. 

. Cette courbe rencontrera, généralement parlant, 
l’axe des abscisses XX', en un certain nombre de points 
R, R', R", etc., r, r, etc., dont les abscisses AR, AR', 
AR", etc., — A r, — A/, — etc., seront les racines de 
la proposée, puisque, pour toutes ces valeurs de x, 
l’ordonnée y est nulle. 

La courbe ne pourra passer du dessus au dessous 
de l’axe XX', sans le couper; elle ne pourra revenir 
du dessous au dessus, sans le couper de nouveau : 
conséquemment, entre deux points placés l’un au- 
dessus, l’autre au-dessous de XX', la courbe aura 
un nombre impair d’intersections ; tandis qu’entre 
deux points situés ou au-dessus ou .au-dessous de 
l’axe XX', la courbe peut avoir avec l’axe, des inter- 
sections en nombre, pair, ou en nombre zéro, 
ainsi qu’il arrive à l’égard des points m et m qui 
se trouvent sur une même ondulation Rmwi'R'. 

•. Donc si l’on a trouvé deux ordonnées y de diffé- 
rens signes , on sera assuré qu’entre les abscisses 


Digitized by Google 


ÉLÉMENS D’ALGÈBRE. 5oi 

correspondantes, il se trouve un nombre impair d’abs- 
cisses d’intersection ; d’où on conclura que deux nom- 
bres x qui donnent des résultats de signes contraires, 
interceptent, en général, un nombre impair de racines * 
et conséquemment , au moins , une racine réelle. Si 
pour deux abscisses x, les ordonnées y ont le même 
signe, les intersections seront en nombre pair : 
ou si les deux ordonnées appartiennent à une même 
ondulation , il n’y aura aucune intersection com- 
prise. Donc deux nombres x qui donnent des résul- 
tats de même signe , peuvent ne pas comprendre de 
racines , ou ils en comprendront en nombre pair. 

•* 

Les portions r'r, rR, RR', R'R" etc., de l’axe XX', 
comprises entre des intersections consécutives, re- 
présentent des différences entre deux racines con- 
sécutives de la proposée, et ces différences sont les 
plus petites parmi toutes celles qui ont lieu entre 
ces racines : cela posé, si à partir du point A, 
origine commune des abscisses , on prend deux abs- 
cisses dont la différence soit moindre que le plus 
petit des segmens de l’axe XX' , ou que la plus pe- 
tite différence entre les racines , il est facile de voir 
que si les ordonnées correspondantes ont des signes 
différens, les extrémités de ces valeurs de x , ne pour- 
ront comprendre qu’une intersection ; en sorte que ces 
mêmes valeurs de x n’intercepteront-qu’une racine, 
puisque si l’une des valeurs de x est, par exemple, 
AK < AR', l’autre sera AK' > AR"; autrement, on aurait 
KK' > R'R", ce qui serait contre l’hypothèse. Mais si la 
différence entre deux abscisses Ak et AKétant toujours 
moindre que la plus petite des différences entre toutes 
les racines , les ordonnées correspondantes kl et KL 
ont le même signe, il n’y aura pas même une intersec- 
tion comprise entre ces abscisses. Il faut donc que les 
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» 

résulfats correspondans aux deux valeurs de x, ainsi 
espacées, aient des signes différens. La démonstra- 
tion du théorème IV, n'est que la traduction ana- 
lytique de ces considérations. 

Comme les intersections de la courbe avec l’axp 
XX', sont en même nombre que les racines réelles 
de l’équation , il arrivera qu’à une certaine distance 
à droite et à gauche de l’origine A, la courbe ne 
coupera plus l’axe XX'; en sorte que, pour toutes 
les valeurs de a:, plus grandes que les plus grandes raci- 
nes positives et négatives, on aura constamment desré- 
sultats_pdemème signe. C’est ce quiaencore lieu, lors- 
que toutes les racines de la proposée sont imaginaires, 
puisqu’alors la courbe, ne coupant pas l’axe XX', doit 
être située toute entière au-dessus ou au-dessous de 
l’axe , ce qui est le ca3 du polynôme Y (34o), qui ne ren- 
fermant que les racines imaginaires, ne change ja- 
mais de signe pour toutes les valeurs de x. 

Il est visible que x croissant continuellement, le 
terme x « qui croit plus rapidement que chacun des 
suivans , l’emportera enfin sur leur somme, en sorte 
que , pour l’abscisse correspondante , l’ordonnée jr 
aura le signe de x’ n ; ainsi du côté des abscisses po- 
sitives , la courbe finira par passer au-dessus de 
l’axe XX' dont elle s’éloignera de plus en plus. Donc 
tout nombre plus grand que la plus grande racine 
positive , donnera des résultats indéfiniment positifs. 
Lorsque l’équation est de degré pair , la même con- 
clusion aura lieu du côté des abscisses négatives , et 
au-delà de la plus grande racine négative, ou de 
la dernière intersection à gauche, la courbe s’étendra 
encore indéfiniment au-dessus de XX' qu’elle ne ren- 
contrera plus : d’où il résulte que , dans l’hypothèse 
de m nombre pair, les racines réelles sont en nom- 
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bre pair, et qu’aussi il en est de même des racines imagi- 
naires, si l’équation en comporte. Lorsque l'équation 
est de degré impair, tout reste comme ci dessus dans la 
région des abscisses positives; mais, à gauche du point A, 
si l’on prend une abcisse plus grande que toute ligne 
donnée, le premier terme — x n l’emportera sur la 
somme des su i vans , et le résultat correspondant, 
sera — y. Ainsi, dans la région des abscisses né- 
gatives, la courbe finira par passer au-dessous de 
l’axe des abscisses, qu’elle ne rencontrera plus; en 
effet, dans le cas de m impair, le nombre des ra- 
cines réelles étant nécessairement impair , puisque 
celui des racines imaginaires est pair, il faut que 
le nombre des intersections soit impair; or comme à 
droite, la courbe finit par passer au-dessus de l’axe , il 
faudra qu’à gauche elle finisse par passer au-dessous. 

Lorsque l’équation est de degré impair avec un 
dernier terme négatif — V, pour x = o^ ou a (Fig. a ) 
jr= — V= AI, ordonnée à l’origine, portée au-dessous 
de l'axe XX' : pour une abscisse positive d’une gran- 
deur convenable , l’ordonnée correspondante y de- 
vient positive; en sorte que la courbe passant du des- 
sous au-dessus de l’axe, le coupe à droite de A, 
ce qui donne une abscisse positive AR, et con- 
séquemment une racine réelle et positive. Suppo- 
sons le dernier terme -+• V ( Fig. 3 ) : à l’hypo- 
tèse x — o, répond y — V = AI' : pour une 
abscisse négative d’une grandeur convenable, l’or- 
donnée y est négative, comme on l’a yu précédem- 
ment : en sorte que la courbe passe du dessus au- 
dessous de l’axe qu’elle coupe à gauche du point 
A en r; d’où résulte une racine réelle négative. 

« 

L’équation étant de degré pair avec un dernier terme 
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négatif— V, pour a?=o, on a (Fig-4), j= — V=AI; 
mais pour deux abscisses l’une positive et l’autre né- 
gative, suffisamment grandes, on aura deux or- 
données positives , conséquemment deux intersec- 
tions R et r, l’une à droite et l’autre à gauche de A, 
c’est-à-dire, deux racines réelles l’une positive et l’au- 
tre négative. Enfin lorsque l’équation est de degré pair 
avec un dernier terme positif, pour x — o, on a 
( Fig. 5) ^ = Al' = -t- V : à -deux abscisses l’une 
positive et l’autre négative, suffisamment grandes, 
répondent deux ordonnées positives. On ne peut 
donc affirmer que la courbe coupera l’axe, puisqu’elle 
n’est assujettie qu’à la condition de passer par trois 
points situés au - dessus de l’axe : ainsi cette courbe ' 
peut être m l'M qui laisse l’axe au-dessous d’elle, ou 
mir R etc. ou m R' r i etc. qui le rencontre en plusieurs 
points. On retrouve donc toutes les conclusions 
auxquelles on est parvenu dans le chapitre précédent 

La somme des lignes AR, AR’, AB." etc. — A r: 
— A r : etc. , (Fig. i ) , prise en signe contraire , forme 
le coéfficieut du second terme de la proposée ( 273 ). 
L’ordonnée AV pour x = o,est en longueur absolue, 
le produit AR x AR' X AR" etc. X A r x A r x etc. 
(idem.), puisque cette ordonnée représente le ter- 
me tout connu de l’équation. 

Si la proposée comporte deux racines égales, on 
peut concevoir qu’elles aient été d’abord inégales, 
et , par exemple , A R et AR' et qye leur diffé- 
férence RR' ait diminué jusqu’à devenir nulle : alors 
1^ courbe ne fera que touélier l’axe des abscisses au 
point t de réunion T des deux intersections R et R'. 
Si les trois racines AR , AR' et AR" deviennent égales, 
les segmensRR'etR' R" devenant nuis, les trois points 
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R, R' elR" se réunissent en un seul qui est le point 
de contact de la courbe avec l’axe. 

Ainsi les racines égales sont les abscisses des points 
de tangence de la courbe avec l’axe, et l’on voit 
que ces sortes de racines forment le passage des 
racines réelles inégales aux racine^ imaginaires. 
( Voyez le traité de calcul différentiel ). 

, . r, * 


CHAPITRE XXX. 


Théorie élémentaire des fractions continues. 

35a, Cette théorie étant le fondement de l’ap- 
proximation des racines incommensurables des équa- 
tions , dont il sera question dans le chapitre sui- 
vant, nous avons cru devoir en faire un chapitre 
séparé, qui fait suite à ce qui a été dit sur ces 
sortes dé fractions dans l’Arithmétique et dans le 
chapitre sixième de cette section , et dont on trou- 
vera le complément dans la seconde section de ce 
traité. 

353. Supposons qu’on ait à réduire en fraction 
continue un nombre quelconque a qui ne soit pas 
un nombre entier : on prendra le nombre entier 
immédiatement au-dessous de o, lequel différera de a 
d’une fraction plus petite que l’unité, et si on désigne 
ce nombre par a, il est visible quea — a sera une fraction * 

comprise entre o et i , de sorte que sera un 
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nombre plus grand que l’unité , et en le ^notant 

par b , on aura 



= b. . . . (i); 


on pourra donc chercher le nombre entier qui ap- 
prochera le plus de b, par défaut : ce nombre étant 
P , on aura de même b — p fraction comprise entre 
o et i , et conséquemment 

c étant un nombre plus grand que l’unité : on sous- 
traira de c le plus grand nombre entier qu’il con- 
tienne , nombre que nous désignerons par 7 : alors 
c — 7 sera une fraction comprise entre o et i , et 



sera un nombre plus grand que l’unité, et ainsi 
de suite. Des égalités (i), (a), (3), etc., on déduira 
les suivantes 

a = *+ £ > b — P+ ~ > c = 7+ ^ y etc. 
conséquemment 


7=a.-f- 

O 


-=ct*+“ ■ 




(H-- 


P-t 


i 

T+J 




T+- 


<M — — 
etc. 


Si, parmi les quantités a , b, c, </, etc., il s’en 
trouve une qui soit un nombre entier, la fraction 
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continue sera terminée , parce qu’on pourra y con- 
server ce nombre même. Si c, par exemple, est un 
nombre entier, la fraction continue, qui représente le 
nombre a , sera 



en effet , si l'on substitue pour d la valeur (3) dans 
le troisième des développemens de a , donnés ci- 
dessus, on aura 


o=aH =«- 


i 



i 


P-+ 


r-K — t 



Cette circonstance aura lieu dans le cas de a nombre 
commensurable : mais lorsque a sera un nombre 
incommensurable , la fraction continue sera néces- 
sairement infinie; car si elle se terminait, on pour- 
rait assigner la fraction équivalente v Aritb. ) ; donc 
un nombre incommensurable serait égal à un nom- 
bre conimensurable. 

354. Appliquons ce procédé au développement eu 

A 

fraction continue de la fraction ordinaire - , A et B 

étant des nombres entiers et A > B. Il est d’a- 
bord évident que le nombre entier a qui ap- 

proche le plus , en moins , de la fraction g , est 

le quotient de la. division de A par B. Supposant 
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cette division faite et nommant le quotient a et C 

le reste , on aura 



d’où b 



Pour avoir de même la valeur entière approchée (3 

de la fraction ? , il faudra diviser B par C , et 

prendre pour p le quotient eu nombre entier de 
cette division : alors nommant D le reste, on aura 


B 


D 


w O » VJ 

n— P — c » dou C= D ; 


on continuera donc à diviser C par D , et le quo- 
tient sera 7 et ainsi de suite. D’où résulte cette 
règle fort simple pour réduire les fractions ordi- 
naires en fractions continues. » 


Divisez le numérateur de la fraction proposée par 
son dénominateur , et nommez le quotient « ; divisez 
ensuitê le dénominateur par le reste , et nommez le 
quotient $ ; divisez le premier reste par le second 
reste , et soit le quotient 7 ; continuez ainsi en divi- 
sant toujours F avant-dernier reste par le dernier , 
jusqu’à ce qu’il se présente une division qui se Jasse 
sans reste , ce qui doit arriver dans le cas d'une 
fraction , et vous aurez la fraction continue. 


A r 



v_l 

S-t-etc. , 

On peut voir dans l’Arithmétique des applications 
de cette règle. 
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355. Pour repasser d’une fraction continue à la 
fraction ordinaire qui lui a donné naissance , on 
fera les réductions successives 


“ i ap + i i a PT+7 +* 

î’* + P — r’* + :7L — 

' 7 


«H- 




_ap7ÿ-4-7$4-a$-t-aP4-i, etc. 


7+ 


En examinant ces résultats , on découvre facilement 
que le numérateur de chacune des f raclions ainsi 
formées , est le produit du numérateur de la fraction 
qui précède , par le nouveau quotient , ou par le 
dernier quotient introduit , plus le numérateur de 
l antépénultième fraction ; et que le dénominateur de 
chaque fraction se forme suivant la même loi , du 
dernier quotient et des deux dénominateurs précé- 
der. En sorte que | , étant trois fractions 

consécutives , et (i le dernier quotient introduit , 

T> 

ou celui qui répond à la fraction ^ , on aura 

R Qpt-P 

R' ~ Qfi+P'" 


Pour démontrer que cette loi a lieu dans toute 
l’étendue de la fraction continue , supposons 
qu’elle ait été vérifiée jusqu’au quotient p, en sorte 
qu’on ait 


R = Qj*+P, R'=Q'|i4-P' : 
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si l’on considère le quotient qui suit immédiate- 

5 

ment |A, et qu’on le désigne par et par g -, la 
valeur de la fraction continue, calculée jusqu’au 

S 

quotient \t! inclusivement , l’expression de g, sera 

g 

ce que devient celle de , en changeant dans celle- 
ci {a en (A-f- -, : donc 


S Q (f A+ ?) +P (Q M-P y+ Q _V±Q ; 
S' ^ZTT' W “ (QV+^V+Q' R V+<?- 


S 

donc la fraction g se forme des deux précédentes 
, q, et du quotient |a', suivant la loi énoncée qui 
conséquemment est générale. 


Ayant donc écrit par ordre les quotiens a, p, 7, 5, etc., 
on formera facilement les fractions correspondantes , 
comme on le voit ci-dessous, 


Ct P 7 S 

I a P-+-I «P 7 -+ 7 + 1 * apï^ +7$ 4- «o + «P + f 

O ï p~ P 7 +I p7^+â+P 

savoir le numérateur de chaque fraction , en mul- 
tipliant le numérateur précédent par le quotient 
écrit au-dessus de la fraction qu’on forme , et ajou- 
tant ce produit à l’antépénultième numérateur, puis 
procédant de la même manière pour composer cha- 
que dénominateur. Pour que cette loi de formation 


s 
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puisse valoir à partir de la seconde fractiôn inclu- 
sivement , on écrit ^ pour première fraction , quoi- 
que celle-ci ne soit pas une portion de la fraction 
continue. Si donc on représente par A, B, C. etc., 
les numérateurs de ces fractions successives , et par 
A’, B', C', etc., les dénominateurs de ces mêmes 
fractions , on aura 


A = a 
B — A?+r 
C =B-y+A 
D=CS-t-B 
etc. 


A'=i 
B' = A'P 
C = B 7 +A' 
D=C'5+B' 
etc. 


Les fractions 7, 
A 


B 

B" 


C 

C’. 


etc. , ont été nommées 


fractions convergentes , parce que , comme nous le 
verrons bientôt , chacune d’elles approche plus que 
celle qui la précède, de la valeur exacte de la frac- 
tion continue totale. 


Lorsque la quantité a<i , on a a=o, c’est-à- 
dire, A = 0 , A'=î, hypothèses qu’il faut intro- 
duire dans B, C, D , etc. , B', C, D, etc. 

Si la quantité a , qu’on veut développer en frac- 
tion continue , est une fraction rationnelle , il est 
évident que «cette fraction sera- toujours la dernière 
dans la série des fractions convergentes : car, dans 
ce cas , la fraction continue sera terminée (353) : 
mais si la quantité a est irrationnelle, la fraction 
continue se prolongeant sans jamais s’arrêter , la 
suite des fractions convergentes ne s’arrêtera pas 
non plus. 
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356. Théorème I. Si on multiplie en croix les 
termes de deux fractions convergentes consécutives 

p, et q, , on aura toujours la différence des produits 

O 

QP' — i*Q'=± i , savoir + 1 , si la fraction est de 

. ! lUf 

rang impair , la fraction ^ comptant pour la pre- 
mière , et — i , si elle est de rang pair. 

En eflet , si l’on considère trois fractions consé- 

P Q R ■ . , , . 

cutives p,, q, , , et que (/. soit le dernier quo- 

tient introduit dans la fraction , on aura, d’après 

la loi démontrée , 

R = Q|x+P , R'=Q ( x+P', 

d’où l’on déduit facilement 

RQ— QR' = PQ'— QF =— l (QP— PQ') ; 

on aurait de même, en représentant par ^ la frac- 

. p 

tion qui précède immédiatement , 


QP— PQ' — OP' — PO' = — ( PO’ — OP') , 

et ainsi de suite , en remontant jusqu’aux deux 
premières fractions et ^ qui sont comprises dans 

la loi et pour lesquelles la différence analogue est 

«Xo — i X i = — i , en sorte que 

% t 

• B A — AB' — 4-i , CB — BC' =— r . 
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On peut déduire de cette • propriété plusieurs 
conséquences importantes , et entr’autres celles-ci , 


savoir que ces fractions consécutives 


ABC 
A'» B'’C' 


etc., 


sont déjà réduites à la plus simple expression : car 
si C et C', par exemple, avaient un commun di- 
viseur autre que l’unité, il faudrait, d’après la pro- 
priété CB' — BC' = — i , d’où 


BC— CB'= + i, 

que l’unité fût aussi divisible par ce commun divi- 
seur, conclusion qu’on déduirait de la même égalité 

£ 

à l’égard de la fraction Cette propriété trouve 

son application dans l’analyse indéterminée (a e sect.). 

357. Théorème II. La valeur de la fraction continue 
totale est toujours comprise entre celles de deux frac- 
tions correspondantes à deux portions consécutives de 
la fraction continue. 


Pour le démontrer, évaluons la différence entre 
une fraction convergente quelconque et la valeur a 
de la fraction continue totale. Pour cela , soient 
P 0 

toujours =, et deux fractions consécutives et p. 
P v 1 

le quotient qui répoud à g> , en sorte que 


R _ Qfi-t-P 
R' Q'[x+P' : 

si à la place de p. , on écrit le reste de la fraction 
continue , à partir de (i inclusivement, on aura, en 
désignant ce reste par y, 

* _ Qr+P 

a ~ 

33 
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d’où on déduit 
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Q_Qr+P Q_PQ— QP' 
a Q ,— Q>+P' Q Q(Q>+P') 

P Qjr+P P (QP— PQ> 
“ P QV+P' P~ P(Q>+Pj 


i 

QTQV+P) 

l 

-p(Qy+p)’ 


en tenant compte de la propriété (356) relative aux 

P Q 

signes : or, les différences a — -, et a — q, ayant des 
signes contraires , on doit conclure que la valeur 
de a est plus petite que p et plus grande que —, , 


ou réciproquement. 

On peut encore démontrer cette importante pro- 
priété d’une manière bien simple. En effet, à ne 
considérer que la première des fractions conver- 
gentes “ , on aura, en désignant toujours par a la 
totalité de la fraction continue, 


a > 


si l’on prend la seconde fraction a ^ , comme le 
dénominateur p est plus petit que le véritable dé- 

.« „ i 

nonnuateur & H , on aura 

yM-etc. 


, a < «- \~â- 

P 

** . 1 ■' 

si l’on considère la troisième fraction convergente 

P H : » comme le dénominateur y est plus petit que 

p-t- - 
7 
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• | • 

le véritable dénominateur 7 •+■ Yjfêîc ’ * a ^ ract ‘ on ^ 
sera trop grande , la fraction — sera trop petite , 

et la somme a 4 -’ sera pareillement trop pe- 

tite ; en sorte que 


I 



et ainsi de suite alternativement. Donc la valeur 
de a est comprise entre deux fractions consécutives 
quelconques. Cette propriété a déjà été démontrée 
(Arith. ) 


( 358 ) Théorème III. i° L' erreur commise en pre- 
nant une fraction convergente , en place de la frac- 
tion continue totale , est toujours moindre que l’u- 
nité divisée par le produit du dénominateur de cette 
fraction par celui de la fraction immédiatement consé- 
cutive , mais plus grande que V unité divisée par la 
somme du même produit et du carré du dénomina- 
teur de la fraction sur laquelle on opère. a° Cette 
erreur est moindre que l unité divisée par le carré du 
dénominateur de la fraction convergente quon con- 
sidère. , 

i°. Soient, comme au théorème II, p le nombre en- 
R 

tier qui répond à — ,, et jr le reste de la fraction con- 
tinue, à partir de p inclusivement : on a trouvé 
(Théor. II.) 


Q 

Q ^Q'(Q>+P'r 

33. 
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or, à cause de y > p. et y < (/. t , on a 

Q' 7 +P'>Q> + P',Q>+P'<Q'((i+ i) + P; 

donc 

Q i ^ i 

a ~q< **■ q'^+P) < ^ qTT ’ 

T Q^_ 1 1 . 

Q ^ Q'[Q'(f-+ 0+n QXR'+Q) * 

a®. Les quotiens a , p , 7 etc. étant des nombres en- 
tiers positifs , on a P' < Q” , Q' < R' etc. ; doncQ'R' > Q ' 1 

et q^<-q 7 — : donc , à plus forte raison , 



C’est d’après cette dernière propriété qu’on estime 
l’approximation de la fraction décimale qui répond à 
une portion donnée d’une fraction continue. 

35g. Théorème IV. La différence entre la fraction 
continue totale a et une J raction convergente quelcon- 
que , est moindre que la différence entre a et la frac- 
tion convergente qui précède immédiatement celle-là. 

Des valeurs des différences a — ^ et « — , trou, 

vées ( Théor. II ) , on déduit 


Q-Q '« = 


1 

Q>+P' » 


P+P'a=± 


__Z_. 

Q >+F* 


en divisant ces deux égalités l’une par l’autre , on 
obtient 
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Q—Q'a __ 1 ■ 

— p+pa y 


5j 7 


or, y est > i , donc 

— d’où Q— Q« < P'« — P, 

et , à plus forte raison , à cause de Q' > F , 

« 

Q p 

q— « < «— p?* 

D’où l’on conclut que si la fraction totale a est moin- 

O P 

dre que q, , elle sera , au contraire, plus grande que jj- 

et réciproquement. C’est cette propriété qui a fait 

A B C 

donner aux fractions consécutives -g , ^ etc. le 

nom de fractions convergentes. 
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MÉTHODES POUR OBTENIR AVEC l’ APPROXIMATION REQUISE 
LA PARTIE DÉCIMALE DES RACINES INCOMMENSURABLES. 

36o. Au moyendela méthodeexposée(Chap.XXVIII), 
on n’obtient chacune des racines incommensurables 
tant positives que négatives, que sous une approxima- 
tion généralement insuffisante et qu’on poussera plus 
loin par les procédés que nous allons faire connaître; 
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i® Soient toujours p et q deux nombres qui, don- 
nant des résultats de différens signes, n’interceptent 
qu'une racine : comme la différence q — p peut 
toujours être ramenée à l’unité ou à un nombre 
moindre , le plus petit p de ces deux nombres , sera 
u ne première approximation :si l’on prend un moyen 
arithmétique entre les nombres p et y et qu’on le 
substitue pour x , on aura un résultat différent par 
le signe , de l’un ou de l’autre de ceux qui sont dus 
aux substitutions p et q pour x , et conséquemment 
la racine se trouvera comprise entre deux limites 
plus rapprochées. En continuant la même opération, 
les limites seront de plus en plus resserrées : d’où il 
suit que l’erreur qu’on commettra, en prenant l’une 
de ces limites pour la racine, s'atténuera de plus en 
plus. 

a°. On approchera plus rapidement , en faisant usage 
de la méthode suivante. Soit 

x m — Ax m — 1 + — Tx-4- V— o (i) 

l’équation proposée. Si p est une première approxi- 
mation de la racine, on fera 

x=p- t-a (a), ’ 

et on aura par cette substitution une dérivée en a , la- v 
quelle ordonnée suivant les puissances ascendantes 
de a , sera de la forme 

X-t-Ya-f-Za’ + ~\-a m =o . .... .(3), 

X , Y , Z etc. , étant des polynômes dont on connaît la 
(3 1 8) composition en A, B, .... T, V, m et p ; comme 
« est une fraction, on pourra, dans une première 
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approximation , négliger les puissances , a’ etc. 
en sorte que la transformée (3) sera réduite à 

X + Y«=o, d’où «=—*=/>'. 


en désignant par p une première valeur approchée 
du complément de la racine, représenté par a. Pour 
obtenir une valeur plus approchée, c’est-à-dire, pour 
corriger p, on posera 

x=p + p 4- P- (4), ' • 


ce qui revient à changer , p enp -4- p' et a en p dans (3) , 
de sorte que se bornant, à plus forte raison , aux deux 
premiers termes de (3) dans lesquels on notera X et Y 
par (X) et (Y) , pour rappeler le changement de p 
enp -+-p ,on aura 



et p +p p" sera une plus grande approximation. 
En écrivant p +p‘ 4- p" pour p et 7 pour « dans ( 3) , et; 
se bornant toujours aux deux premiers termes , 
on aura 



ainsi p 4- p -4- p" -t- p " sera une valeur plus ap- 
prochante de la racine. On continuera de cette ma- 
nière, jusqu’à ce qu’on ait obtenu l’approximation re- 
quise par la question. 

Nous ferons une application de cette méthode à _ 
l’équation 

X — 22 — 5 =* 0 , 
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qui n’a ( 348 ) qu’une racine réelle comprise entres et 3. 
Dans cet exemple, p = a , 

X=p l — ip— 5 = — i, Y = 3 p' — a — i o , 
on a donc 

X 

<t = — — = p = o,i ; 

en sorte que p -+- p’ = a, i. Si dans X et Y on rem- 
place p par p 4 - p' ou par a , i , on aura 

Çfj —P — — °i oo 54 ; 

en sorte quep -f- p' -+- p" — 3,0946 : écrivant de nou- 
veau cette valeur pour p dans X et Y, on aura 

7 =— ~P n — — o,oooo 4853 ; 

donc p-+- p -+-/?" = a,o9455i 47 - Ainsi les valeurs 
convergentes vers la racine, sont 2; 2, f ; 2,0946; 
2,09455147, etc. 

Il est clair que la certitude de la méthode précé- 
dente, dépend de cette condition que si p est une va- 
leur approchée d’une des racines de la proposée, 
p -f- a sera une valeur plus approchée de la même 
racine : c’est donc, dit Lagrange , (Résol. des Equat. 
Kum. Not. V) ce qu’il faut examiner, et il conclut de 
l’analyse qu’il donne à cet effet , qu’en général , 
l’emploi de cette méthode n’est assuré , que lorsque 
la valeur approchée p est à la fois plus grande ou 
plus petite que chacune des racines, lorsqu’elles sont 
toutes réelles, ou lorsque le nombre p est plus grand 
ou plus petit que chacune des parties réelles des ra- 
cines imaginaires. La proposée qui est la seule équa- 
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tion qu’ait traitée Newton auquel on doit cette 
méthode, remplit la dernière de ces conditions, 
qui est suffisante à l’égard de cette équation qui 
n’a qu’une seule racine réelle. 

3°. Nous remplacerons ces deux méthodes qu’il 
était cependant bon de connaître, par la suivante qui 
est due à l’illustre Lagrange et qui ne souffre pas 
de restriction. 


Soit l’équation 

Kx m -+- Bx'"-‘ + Cx m — 1 -h + Tx -+- V =o 

et supposons qu’on ait trouvé par la méthode donnée 
(Chap. XXVIII) , les valeurs entières immédiatement 
en dessous des racines cherchées : si p est l’une de 
ces valeurs, en sorte qu’on ait x > p et x < p -+• i , 
on posera 

*=p + y; 


y étant un nombre positif et plus grand que l’unité. 


afin que — tombe entre zéro et l’unité : substituant 

/ i 


pour x cette valeur dans la proposée, on trouvera 
après avoir multiplié l’équation résultante par /"*, 


a y» + By*— 1 + cy*-* y=o. . . (i), (*) 


(* ) On peut supposer calculer, d’après ce qui a 

été dit (3i8), la transformée en a, dont on connaît le mode de 
composition des coéfïiciens X , Y , Z etc., remplacer a et ses puis- 
sances par y et les puissances correspondantes , et multiplier le 
tout par ym. 
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équation qui aura nécessairement , au moins , une ra- 
cine réelle, positive et plus grande que l’unité; soit 
q sa partie entière, on fera 


J=* + T» 

z étant un nombre entier , positif et plus grand que 

l’unité, afin que la fraction -j- tombe entre zéro et 

l’unité : écrivant cette valeur de y dans (i), on aura 
une équation en z de la forme 

A "z m -4- B"z m — 1 -4- C'z m — * -4- + Y" =o (a), 

laquelle aura nécessairement , au moins , une racine 
réelle, positive et plus grande que l’unité, dont on 
pourra de même trouver une valeur entière appro- 
chée par défaut, que nous désignerons par z, en 
sorte qu’on aura 



où u désigne un nombre entier , positif et plus grand 
que l’unité : substituant dans ( 2 ), il viendra une trans- . 
formée en u ayant une racine réelle, positive et plus 
grande que l’unité , et ainsi de suite. On aura donc 

1 

x=p-\ 

1 

9 + 


• . 5-4- etc. 

On traitera successivement de la même manière 
les valeurs entières approchées p , p , p" etc. de 
chacune des autres racines réelles , incommensura- 
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blés et positives de la proposée , pour approcher da- 
vantage de la véritable valeur de chacune d’elles. 

Les racines positives et plus grandes que l’unité 
des transformées (i), (a) etc. seront nécessairement 
incommensurables, si on a débarrassé la proposée 
des racines commensurables qu’elle peut contenir. 
En effet , s’il arrivait qu’un des nombres q , r etc. 
fut une racine exacte, alors on aurait ou jr—q,et 
conséquemment' 

x=P + J’ 

ou z = r,et conséquemment 


i 



en sorte que l’opération et la racine se termine- 
raient : on trouverait donc pour x un nombre com- 
mensurable, ce qui serait contre l’hypothèse. 

Si les nombres p\p ,/>" etc. sont tous différens, 
alors chacune des transformées (i), fa) etc. c’aura 
qu’une seule racine réelle plus grande que l’unité : 
car si, par exemple, la transformée (i) avait deux 
racines réelles plus grandes que l'unité, telles que 
y, y', on aurait 

i i i 

x=p+—ÿi x =P + yr, 

de sorte que ces deux valeurs de x auraient la même 
partie entière approchée p , ce qui est contre l’hy- 
pothèse. Il en serait de même, si la transformée fa) 
ou l’une des suivantes avait deux racines réelles 
plus grandes que l’unité : d’où il suit que, pour trou- 
ver, dans ce cas, les valeurs entières approchées des 
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racines des transformées successives , il suffira (347) 
de substituer successivement, au lieu de l’inconnue, 
les nombres naturels , à partir du nombre immé- 
diatement moindre que la limite inférieure des ra- 
cines positives de la transformée sur laquelle on 
opère, jusqu’à ce qu’on obtienne deux résultats de 
signes différens. 

Si deux valeurs de x ont une même valeur en- 
tière approchée p, alors en employant cette valeur, 
les transformées (i), (a) etc. auront chacune deux 
racines réelles plus grandes que l’unité, conséquem- 
ment positives et toujours incommensurables , jus- 
qu’à ce qu’on arrive à une transformée dont les ra- 
cines, plus grandes que l’unité , aient des valeurs en- 
tières approchées différentes : alors chacune de ces 
deux valeurs donnera naissance à une suite d’équa- 
tions transformées dont chacune n’aura plus qu’une 
seule racine réelle plus grande que l’uuité. En effet, 
puisqu’il existe deux valeurs différentes de x, qui 
ont la même valeur approchée p , il faudra que^, 
dans (i), ait deux valeurs réelles plus grandes que 
l’unité, et si ces deux valeurs de y ont la même 
partie réelle approchée q , il faudra de nouveau qu’en 

faisant y = q •+- , la transformée en z ait deux ra- 

cines différentes plus grandes que l’unité , et ainsi 
de suite. Mais si les deux valeurs entières approchées 
de y, sont différentes, alors nommant ces valeurs q 
et q, on fera, 

ce qui donnera lieu à deux transformées dont cha- 
cune ne devra plus avoir qu’une seule racine réelle 
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plus grande que l’unité ; autrement les valeurs de y, 
au lieu d’être doubles seulement, seraient triples, qua- 
druples etc. , et on serait conduit à ces valeurs cor- 
respondantes de x 

ii i 

x=p H x—p-\ !.i=pH — 7,: 

r J ^ 7 * 7 

ainsi la proposée admettrait plus de deux racines 
réelles, plus grandes que l’unité, ayant chacune la 
même valeur entière approchée p , ce qui serait contre 
l’hypothèse. Donc , à partir de la transformée dont les 
deux racines plus grandes que l’unité , auront des 
valeurs entières différentes , les transformées résul- 
tantes de chacune de ces valeurs , n'auront plus qu’une 
seule racine réelle plus grande que l’unité : il ne sera 
donc pas nécessaire, pour obtenir les valeurs entières 
approchées des racines correspondantes, de calculer, 
pour chacune d’elles, la plus petite différence entre 
les racines. 

Les coéfficiens A', B', C etc. de la transformée (i), 
exprimés au moyen de ceux de la proposée sont , 
comme on le sait, 

A'=: A p m -+- Bp m — 1 -4- Cp m —* ■+■ Dpm—3 e t c . 

'+(m — i)Bp m —*+(rn — a)C/> m — 3 -t- etc. 

C'= gL?=r Ü kp m— + fcüfcîifl P— 3 + etc. ; 

etc. 

on obtiendra ceux de la transformée (a), en écrivant 
dans les formules précédentes q pour p , changeant 
A, B, C etc. en A', B', C etc. et A' , B', C etc. en 
A", B", C* etc. 
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Puisque A' n’est que la proposée en y changeant 
a; en p , puisque A" n’est que la transformée ( i ) 
en y changeant y en q, et que pareillement A'" n’est 
que la transformée ( a •) en y changeant z en r, et 
ainsi de suite, il s’en suit qu’on ne peut avoir A'=o, 
ou A " = o, ou A "'=o, etc., puisqu’on aurait ou 
x— p, ou yz=zq, ou z — r, ou etc., c’est-à-dire, 

x=p + - , oc— p H - — , etc. ; d’où résulteraient 

3 * + L r 

des racines x commensu râbles. 

36 1. Appliquons cette méthode d’abord à l’équa- 
tion 

— ix — 5 = o 

qui fournit p = a pour la valeur la plus approchée 
en moins de la seule racine réelle qu’elle comporte 
(36o). On posera donc 


i 



en sorte que la transformée en_y, sera 
y' — iof — 6/— 1 = 0 

après en avoir changé les signes pour rendre le 
premier terme positif : cette transformée aura donc 
nécessairement une seule racine réelle plus grande 
que l’unité, de sorte que pour en avoir la valeur 
approchée, il faudra substituer pour y les nombres 
o, i, a, 3, etc., jusqu’à ce qu’on trouve deux ré- 
sultats de signes différens : les substitutions o et io 
donnant deux résultats négatifs, on commencera par 
,7=10 qui donne le résultat — 6i : la substitution 
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y=i 1 donne le résultat 4- 54» d’où on conclut ÿ=ïo. 
On fera donc 

7=i° + j. 

d’où résulte la transformée en z 

6tz 3 — 942’ — aoz — 1 =0 : 

en posant z=ri , = a, on trouve les résultats — 54, 
-4- 71 ; donc r= 1 : conséquemment 



d’où on déduit la transformée 

54« J 4- a5«’ — 8g« — 61=0; 

et aux substitutions «= 1 , « = a, répondent les 
résultats — 71, + 293 ; donc s= 1 , et ainsi de suite. 
La racine cherchée sera donc représentée par la frac- 
tion continue 




10- 


X +- 


I 4- 


1 4- 


3 H — 

I ~h 


I 4- 


1 a 4- etc. 


De cette firaetion continue, on déduira (355) ces 
fractions convergentes 
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% 2j. j_i i_* m ■ ; i 
lli.lll) il) 5 3» 74» 


5 1S 7 1 1 ■ , ° 7 H<|| 

«7»I î*»1 6 » 4 » 7 8 3 7 » 


etc., 


lesquelles seront alternativement plus petites et plus 
grandes que la valeur de x ( 357 ), et dont les va- 
leurs en décimales seront 


3,000000 

3,100000 

3,090909 

a,095a38 

3,094339 

2,094594 

3,094540 

3,094555 

, 3,094551. 

La dernière fraction est plus grande que la 

racine cherchée, mais elle en diffère de moins de 

- g ‘^, (358), c’est-à-dire, de moinsde 0 , 00000001 63, en 

sorte que cette fraction sera exacte jusqu’à la sep- 
tième décimale : or, réduite en décimales, elle est 
3,09455 1 4865.. . . Aiusi la racine cherchée sera entre 
les nombres a,o9455i49 et 3 , 09455147 - Newton a 
trouvé, par sa méthode (36o), la fraction 3 , 09455147 , 
d’où l’on voit qu’elle donne, dans ce cas, un ré- 
sultat fort exact; mais, dit Lagrange , on aurait tort 
d’en attendre toujours une pareille exactitude. La 
valeur a,o9455i48i5. . . . obtenue par la méthode 
de M. Budan , est exacte jusqu’à la neuvième dé- 
cimale. 

Prenons pour second exemple l’équation 
— 7 * - 4 - 7 —o, ou a:' 3 — 63 *' -+-189 = o 
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qui résulte de la première sous l’hypothèse x — ^ , 

et pour laquelle nous avons trouvé (348) une ra- 
cine entre 4 et 5 et une autre entre 5 et 6, ce qui 
indique pour la proposée deux racines plus grandes 
que l'unité, mais comprises entre i et a , c’est-à- 
dire , ayant l’unité pour partie entière approchée. 
On voit donc que lorsque plusieurs racines ont p 
pour commune partie entière approchée, on peut 
les ramener à avoir des parties entières différentes, 
x' 

en supposant x =-^ et prenant h convenablement ; 

d’où il résulte que chacune des transformées n’aura 
plus qu’une seule racine réelle plus grande que l’u- 
nité, et qu’ainsi on n’aura pas besoin de calculer l’é- 
quation aux différences. Cependant opérons sur l’é- 
quation x 1 — 7X-+-7 = 0 , et posons 


r 



nou£ aurons la transformée 


r’ — 4 r’ + 3 /+ 1=0, 

qui comporte denx racines réelles plus grandes que 
l’unité. Il convient d’abord d’essayer si l’on peut 
trouver les valeurs approchées de ées deux racines 
par les substitutions o, 1 , a, 3, etc. : or l\y * étant 
le seul ternie négatif, il suffira de pousser les subs- 
titutions jusqu’à / J =ou > 4/’, c’est-à-dire, jus- 

qu’à^=4:en faisant ^ = o,= r,= a,=:3, = 4» oa 
obtient les résultats 1 , 1 , — 1 , 1 , i3; d’où l’on 
conclut que la transformée précédente a deux ra- 
cines comprises, l’une entre 1 et a , l’autre entre a 
et 3, de sorte que les valeurs approchées d e jr, se- 
ront t et a. En considérant la première, on fera 


34 


! 


Digitized by Google 


'TV 


5 io CHÀP 1 PRE XXXI. 

et l’on aura la transformée 

z 1 — a z’ — z-\- 1=0, 

équation qui n’aura plus qu’une racine réelle plus 
grande que l'unité : ainsi on supposera successive- 
ment z = o, = i, etc.; or z = a donne le résultat 
— i , et z = 3 donne -f- 7 ; donc a sera la valeur ap- 
prochée par défaut. On fera 

1 

z — 2 -+- - , 

U ’ 

et on aura, en changeant les signes, 

« 3 — 3 u* — l\u — 1=0: 

les hypothèses u — 4 et«= 5 , donnant des résultats 
de signer différens, on fera 

«= 4 +i, 

et ainsi de suite. Pour la seconde racine y dont la 
partie entière est a , on posera 

substituant dans la transformée ci-dessus en y , il 
viendra 

z'-hz* — az— •1=0; 

cette équation n’aura , comme la précédente en z , 
qu’une seule racine réelle plus grande que l’unité, 
de sorte qu’il n’y aura qu’à faire z=i , =2, etc., ce 
qui donnera les résultats — 1, + 7 , etc.; d’où l’on 
conclut 1 pour la valeur entière approchée de z. On 
fera donc 


z= I -fr-, 
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et l’on aura, après avoir changé les signes, 

« 3 — 3 n* — !\u — 1 = 0, 

d’où l’on déduira, comme plus haut, 4 pour la va- 
leur entière approchée de la racine u. Les deux ra- 
cines positives seront donc 


î . i 

i=H , 

t r 

i . a H 

i i 

a-f-- — i Hh - — 

4+etc. 4-+- e *G. 

Pour trouver la valeur approchée de la racine né- 
gative, on changera a; en — x dans la proposée qui 
deviendra 

x' — •jx — 7 = 0, 

, de laquelle on a déduit la valeur approchée 3 : qp po- 
sera donc 


x — 3 -h - , 

• > 

ce qui donnera, en changeant les signes, 
j- 1 — aojr’ — qr— i = o; 


et comme cette équation ne peut avoir qu’une seule 
racine réelle plus grande que l’unité, on en trouvera 
la valeur approchée, en faisant yz=. i , = 2 etc., jus- 
qu’à ce qu’on rencontre deux résultats consécutifs 
qui aient des signes différens, ce qui arrivera pour 
y— 20; en sorte qu’on posera 

y = 20+l, 


et ainsi de suite. 


34 - 
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En traitant ( 348 ) l’équation 

x 5 — 5 x -+-4 = o, 

nous avons trouvé o,8 pour première approxima- 
tion de l’une des racines : on posera donc 

x=o,8 -+- - , 

y 

ce qui donnera la transformée 

o, 5 iajr 3 — 3,087- + 1 = 0, 

et on trouve que y — 5 la réduit à zéro, en sorte 
que 

x = o, 8 -t- -j = o ,8 -4- 0,2 — 1. 

Ainsi, comme nous l’avions annoncé, les racines en- 
tières ne mettent pas la méthode en défaut. 
L’équation 

X 3 X * 2X + I — O , 

comporte trois racines, l’une entre o et 1 , la se- 
conde entre 1 et 2 , la troisième entre — 1 et — 2. 
Pour la racine comprise entre o et 1 , 071 a p~o, 
en sorte qu’il faut faire la substitution 

x = o-t- -, 

y 

qui donne, après les réductions, la transformée 

y 1 — — jr+ * —o : 

pour y=o, cette transformée donne le résultat 1, 
et pour y—i, elle donue — 1, d’où on conclurait 
une racine y entre o et 1 , c’est-à-dire, q — o, ce 
qui est absurde, puisqu’on aurait pour première 
approximation 

x=p + - = o + - = CO., 

? o 
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il faudra donc essayer d’autres nombres pour y. on 
trouvera pour y=i et y=3, les résultats — i et + 7; . 

en sorte que q = a : on fera donc 

\ : 

les substitutions z = \, z= 5, faites dans la trans- 
formée en z , donnant des résultats de différens 
signes, on aura z = 4 et ainsi de suite. 

Enfin pour la racine négative , on changera x en 
— x, et par rapport à la résultante 
x' -t- x 1 — ix — 1=0 , 

on cherchera la racine comprise entre 1 et a. 

Enfin l’équation 

X — x 4 — 4x’ 4- l\x — 1=0, 
a pour équation aux carrés des différences entre 
les racines 

r® — 3a y s + 344/‘ — i3i ay 3 — ia8 y = o 

laquelle est satisfaite par/=o, ce qui indique deux 
racines égales dans la proposée (344)* En effet, les 
polynômes X et Y=4^’ — 8® + 4 admettent le com- 
mun diviseur x — r, en sorte que la proposée est 
divisible par (x — ï)’ : en égalant le quotient à zéro, 
on a 

x’ -+- ax — f = 0: 

les substitutions o et 1 donnant des résultats de si- 
gnes différens, on fera 

x = o -J - 1 ~ 1 

r y 

d’où l’on déduit la transformée 
y' — ar--— i=o, 

qui donne a pour partie entière approchée : posant 

.r— M-- » 

on aura 

z* — az — 1 =0, 
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transformée en z la même que la précédente en j'. 
En sorte que toutes les transformées suivantes répé- 
tant les deux précédentes, on aura indéfiniment 
q = r=s = t=v etc. , = a; d'où on conclura la 

fraction continue périodique 

«* 

i 

x = — 


• 2 H- etc. 

En changeant, x en — x , la proposée devient 

X ’ IX 1=0, 

et on trouve pour a; = 2 , le résultat — i, et pour 
x=3, le résultat + 2 , d’où on conclut une racine 
entre 2 et 3 , et conséquemment p = 2 . On pourra 
s’exercer à la réduire en fraction continue, et à l’as- 
signer en fraction décimale , sous une approximation 
déterminée. 


CHAPITRE XXXII. 


Ds QUELQUES EXPÉDIENS AUXQUELS ON PEUT RECOURIR 
DANS LA RECHERCHE DES RACINES RÉELLES ENTIÈRES, 
ET INCOMMENSURABLES DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 

3fia. La méthode Suivante due à Newton (*), mé- 
rite d’être connue, et peut, dans plusieurs cas, être 
employée avec avantage pour obtenir les racines 
entières des équations numériques. 


(*) Voyez l’arithmétique universelle traduite du latin en fran- 
çais, avec des notes explicatives par M. Noël Btaudeux. 
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.Soit toujours l'équation 

x m -h?Ax n —* + Ba ;™ -1 -+- -+-V = o 

qu’on suppose exactement divisible par le facteur 
x±a, auquel cas — a ou -ha est une racine; on 
aura donc 

or, si l’on suppose dans les deux membres de cette 
identité, x — ï,x — o,x— — i, les résultats numéri* 
ques de ces substitutions faites dans le premier mem- 
bre, seront divisibles par i ±a, ±a, — i±o, nombres 
qui forment une progression par différences égales, 
cette différence étant l’unité. 

D’où résulte cette règle pour trouver les racines 
entières des équations. 

Ecrivez dans la proposée pour x les nombres 
i , o, — i , cherchez tous les diviseurs des résultats 
que vous écrirez sur trois lignes horizontales : si de 
la première à la dernière ligne , on trouve trois nom- 
bres en progression arithmétique , le nombre intermé- 
diaire , ou celui qui se trouve parmi les diviseurs 
de V, doit être essayé sous les signes + et — comme 
racine de la proposée. 

Si l’on ne trouve aucune progression arithmétique 
entre les nombres de ces trois lignes, on sera cer- 
tain que la proposée n’admet aucune racine com- 
mensurable : mais de ce qu’on trouve une ou plu- 
sieurs progressions de cette espèce , on ne doit pas 
conclure que la proposée admette même une racine 
entière. C’est ce qui motive cette restriction de 
Newton : il faut essayer chaque nombre intermé- 
diaire , ou diviseur de V, comme racine. 

Faisons une application de la règle à l’équation 
*’ — 5aè — 1 8 ^-t- 7 a = o , 


Digitized by Google 


536 CHAPITRE XXXII. 

les substitutions x=i , x — o, x = — i donnent les 
résultats 5 o , 7a et 84 : à côté de ces nombres , je 
dispose horizontalement leurs diviseurs, ainsi qu'on 
le voit dans le tableau ci-joint 


5 o 

1, 2, 5 , 10, a 5 , 5 o, 

7 » 

1, a, 3 , (\, 6, 8, 9, ta, 18, a 4 , 36 , 72 

84 

t, a, 3 , 4, 6, 7, 12, 14, 21, 28, 42, 84 


Parmi ces diviseurs , on rencontre les progressions 
a, 3 et 4 > 5 , 4 et 3 ; 5 , 6 et 7 , dans lesquelles 
les termes moyens -t- 3 , — 4 > + b satisfont à la pro- 


Souvent on obtient plus de progressions arith- 
métiques que l’équation n’a de racines; afin de ré- 
duire les épreuves au plus petit nombre possible, 
on fera, par exemple, x = i : par cette nouvelle 
supposition , ,1e diviseur de l’équation, devient a±a 
qui, étant en progression arithmétique avec i±a, 
±a, — 1 ±0, avertit que, parmi les progressions 
déjà trouvées, il ne faut admettre que celles qui 
sont continuées par les diviseurs du nombre qu’on 
obtient , en écrivant a pour x dans la proposée. 
En procédant de cette manière, on diminuera suc- 
cessivement le nombre des progressions et consé- 
quemment celui des vérifications. On trouvera de 
plus amples détails sur ce poinjt dans l’ouvrage cité 
plus haut. 

363 . Nous allons considérer , en même temps , les 
racines commensurables et incommensurables iné- 
gales et rechercher les racines incommensurables, 
avec approximation , sans calculer l'équation aux 
'différences. 

Soit l’équation du cinquième degré 

a: 5 — 9a 4 -f- 4*’ 4 - 66®’ — 10.x — 99 = 0 = 7 : 
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les substitutions x= — a,= — i,=o,=^i , = a ,=3 
donneront ces résultats 

jr = — 19» — 35 » — 99> — 49 » » +81, etc. 

diff. i rei — 16, — 64, - 4 - 5 o, -t-110, -4-ao 


diff. a mes — 48 , -*-n4, -t-60, — 90, etc. 

3 m «* 16a — 54 , — i 5 o, etc. 

4 m «».- »... — a 16, — 96 

5 mes ....-+- lao. 


En retranchant un résultat y du suivant , on a la 
différence première placée au-dessous et entre les 
deux. 

En retranchant une différent^ première de la sui- 
vante , on obtient la différence seconde placée au- 
dessous et entre les deux. 

On opère de la même manière sur deux différen- 
ces secondes consécutives, pour avoir la différence 
troisième inférieure et intermédiaire , et ainsi de 
suite. 

On arrive toujours à une ligne de différences 
constantes ou dont les différences sont nulles. Ces 
différences constantes sont 1 ao pour toute équation 
du cinquième degré, et, en général, la différence 
constante est égale au produit de la suite naturelle 
des nombres, depuis 1 jusqu’au nombre qui marque 
le degré de l’équation (*). 

(*) En effet , soit prise la lettre d pour représenter le» diffé- 
rences i re * , i"», 3 n,e * , etc. , un indice supérieur indiquant 
l’ordre de la différence, et un indice inférieur indiquant le rang 
du terme de la suite qu’on soustrait du suivant; en sorte que 

d l expriment les différences premières; 

o 1 a h — a 

. d ^ expriment les différences seconde», etc. 

o 1 » n— a 

On aura donc 

.fi) m . r, , ni» , 

_ ~{n-ï) =[(«— 1H-1J — (« ' * 
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L’équatioq étant 

5ooæ 5 — 4885a: , 4-4oaa! î -+-af 35 ar+ 372 =:o=j', 
à ces valeurs .r= — 2 , = — 1 , — o, = r , =2 ,—3, 
répondent ces résultats pour y, savoir: 

J— -*-ao79°» -4-3oa4, + 372 , — 1476 , — i683o, o. 
,et ces différences 

ircs — 1 7766 , — 2G52, —1848, — 1 5354,4- i 683 ô 


2 me> 4 - 1 5 1 1 4 +804 — i35oG 4-32184 

3,ne ‘ — 44 ?io — i43io 4-45690 

4 me * 4-0 4-60000, 120000 

5 me *..: H 60000 60000 


La différence 5 me constante est égale à 120 pour 
toute équation du cinquième degré dont la plus 

et , en développant , 

«i(») " 1 =rn(n-r - 1 ) m r -*A [n — i) m — 1 ) m 3 _+. 

4 -n>(n — 1)4-1 

les coéfficiens A , B , C , etc. étant indépendans de n. Le terme 
précédent , savoir : 

d — («-—») — (« — ») =1 (a — a) 4 -i| — (n — 2) = 

=m(fi — a)" *-f-A(n — a)"’ * 4 -B(n — 3 )™ 3 4-..-f-m(« — 2)4-1. 

On trouverait de même toute» les autres différences premières. 

Passons aux différences secondes : on aura 

jfal /i) /r) — t m — i 

“ = ^ =m(n — 1) 4 -A (n — i) -t- 

n — a n — t n — » 

m — 3 m— 

Bf/t — t) -.'+m{n — i) + i — . m(n — a) — 

m— a m — 3 

A [n — a) —PC" — 2) .... — m{n — a) — i: 

En mettant n — i sous la forme n — a 4 -i , on trouvera facile- 
ment , après le» réductions , 

Ja) , .m— ri . .m — î 

rf =zm(m— i)(«— a) 4-A («—2) 4 - 

« — a « 

- „ , — 4 . 

B J ■ ■}*« • • • • • — J—//1 
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haute puissance a pour coefficient l’unité : ici cette 
différence est le produit de lao par le coefficient 5 oo 
de la plus haute puissance de x. 

Au moyen de ces différences, il devient facile de 
continuer la série des résultats dus aux substitutions 
en progression arithmétique, faites pour x , et de la 
prolonger daus les deux sens jusqu'aux limites des 
racines positives et négatives. 

Dans le premier exemple, on aura 120—96=24 
pour nouvelle différence quatrième : +2/1 — i 5 o= 
■ — 126 pour différence troisième; — 126 — 90= — 216 


les coéfficiens ABC etc. , étant indépendaus de n. Il est 

I 1 X ) I ? • 

clair que le terme précédent est composé en n — a et n — 3 

comme ^ , pris avant les réductions, l’est en n—i et n — a; 
qu'ainsi, pour l’obtenir, il suffira de changer partout dans l’ex- 

j/j) 

pression réduite de ,1e nombre n en n — 1 , ce qui ne chan- 

n— a 

géra pas les coéfficiens A, t B, C, ? etc. On aura donc 
^ ^ = m{m — i)(n — 3) -4- A (n — 3) -+- 

B £/i — 3) H-. ... 

F.t on obtiendra de la même manière les autres différences secon- 
des. On voit facilement qu’une opération toute semblable faite 
sur les différences troisièmes consécutives , donnerait 

rf (3J =d N _*(•) = „ l(OT _ l)( ,„_ ?X __3 ) m - 3 4 . 

/i— 3 n— j fi— 3 

A ( n — 3) 4 -f- 4-r«, 

fl, = ff ~ fl 4 = -ipt 4 )"* 3_ +“ 

m — , 

A (n— 4) -+- -+-m. 
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pour différence seconde : — ai6 + ao= — 196 pour 
différence première : — 196+81= — 1 1 5 pour ré- 
sultat provenant de la substitution x~l\ dans la 
proposée. On pourrait de la même manière prolon- 
ger la ligne des résultats vers la gauche. 

Mais on observera que la différence entre les subs- 
titutions, correspondantes aux résultats ainsi obte- 
nus, étant l’unité, deux de ces substitutions ou de 
ces valeurs de x qui donnent des résultats de signes 
différons, peuvent intercepter des racines en nombre 
impair , et qu’ainsi deux valeurs de x auxquelles 
répondent des résultats de même signe , peuvent 
comprendre des racines, mais en nombre pair ( 3 /fo). 
En sorte qu’il y a incertitude sur l’existence, et sur- 
tout sur le nombre et le lieu des racines réelles , à 
moins qu’elles ne soient commensurables. 

Revenons au premier exemple : en continuant 
vers la gauche la série des différences , on aurait 
des résultats y qui croîtraient négativement : car la 
cinquième différence accroîtrait la valeur négative 
de la quatrième , celle-ci augmenterait positivement 


Cette marche étant bien saisie , on en conclut que le terme 
^ ' == m[m — i)(to — a)(m — 3) — (z — i)J(« — z) *+ 

i . m — z — 1 

? , (*— *) + •+-**} 

le second membre étant toujours terminé par le terme qui a 
m — m on zéro pour exposant de n — z , il s'ensuit que , pour 
" =m , le second membre deviendra 

J”) 1 , yj . 

“ m (m — i)(m — 2 ) 1 . 

n — -m •. 

Il est évident que toute différence de même ordre, aura même 
expression que la précédente : d'où on conclut la propriété 
, énoncée. 
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la troisième qui augmenterait négativement la se- 
conde , d’où résulterait une plus grande différence 
première positive, et enfin une plus grande valeur né- 
gative de y. Vers la droite , on ajoutera ia différence 
cinquième à la quatrième, la somme à la troisième et 
ainsi de suite jusqu’à y : en continuant cette opéra- 
tion, on obtient les résultats y — — 379 et 7=4- 1981, 
correspondans ài= 7 et xc = 8, et, à partir de 
cette époque , on ne doit plus obtenir que des ré- 
sultats positifs : car , à la longue , la différence 
constante positive doit rendre telles toutes les au- 
tres, ainsi que les valeurs de^y. De tout ce qui pré- 
cède, on conclura l’existence d’un nombre impair 
de racines, entre x=4-i , et — +2 , entre x = 4-3 
et =4-4» entre #=4-7 et =4-8. Si l’on examine 
la marche des résultats ou des ordonnées négatives 
— 49, — 99> — 35, — 19, — 549, etc. , on verra que la 
courbe tracée par leurs extrémités (Chap. XXIX) 
se rapproche de l’axe, vers l’ordonnée — 19 moindre 
que celle qui la précède et que celle qui la suit , 
pour s’en éloigner ensuite , ce qui peut faire soup- 
çonner l’existence de deux intersections ou d’un 
attouchement entre les ordonnées — 19 et — 35; 
cependant cette circonstance peut ne pas avoir lieu, 
ïl est donc assez naturel d’essayer une valeur de x 

entre — 1 et — 2, par exemple, — et on trou- 
vera 4- ^ pour le résultat correspondant : il y a donc ' 

3 3 

une racine entre — 1 et , et une autre entre et 

2 2 

— 2. Ainsi nous avons les limites des cinq raciues, 
et il ne reste plus qu’à en trouver des valeurs plus 
approchées , ce que nous ferons bientôt d’après les 
mêmes principes. 
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Dans le second exemple, les substitutions o et r 
interceptent, au moins, une racine; le nombre 3 
satisfait, et, d’après la marche des dernières diffé- 
rences à droite, il ne faut pas chercher de racine 
au-dessus de 3 . Continuant, comme nous l’avons dit, 
les lignes des différences et des résultats y vers la 
gauche, on trouvera = -f- 7980, = — 201096, cor- 
respondans à x = — 3 et x = — 4 ■> et les résultats 
suivans seront continuellement négatifs, ainsi qu’on 
pourra le juger à la seule inspection des dernières 
différences successives à gauche. Si , à l’effet de di- 
viser l’intervalle constant entre les substitutions — 2, 

— 1,0, etc. , on fait 1 ox — z , ce qui donnera la 
transformée 

z % — 977s* -t- 8o4z* -4-4270054-74400 = o , 

et qu’on opère par les différences, on trouvera que 
z— — 5 , z = — 2, z satisfont : donc x — — o, 5 ; 
x — — o, 2; x = o, 8; et, en sus, x =3 : comme 
la proposée manque de second terme, la somme 
des cinq racines, prise en signe contraire, est nulle, 
d’où résulte — tt pour valeur de la cinquième ra- 
cine , et , en effet , on sait déjà quelle tombe entre 

— 3 et — 4 - 

Soit l’équation 

— 7-r‘ — 4 x ‘ +x‘ — f 7X -J- 29 = o : 

les substitutions — 2, — 1, o, 1, 2, etc., pour x , 
donneront . , 


y = — 13 -f- 44 -h 29 + 2 — 

Diff. i r ” +57 — 15 — 27 —147 

2 m " — 72 — 12 — 120 

Z me * -f-60 — 108 /- 

4 m « — 1 68 
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11 résulte de la marche des différences qu’il ne peut 
y avoir de racines réelles au-delà des limites i 
et — 2. L’une des racines est égple à i + z et l'autre 
à — i — z. Posant i=n-z,on aura la transformée 

— yz‘ — 32 z 5 — 53 z* — 55 z -j- 2 = o : 
comme z doit être fort au-dessous d’un dixième, 
on fera 100 z = Z, d’où z—-^- , et l’équation pré- 
cédente deviendra 

— 7Z* — 3200Z* — 53ooooz‘ — 55 ooooooz-f- 200000000=0, 

on aperçoit facilement que les substitutions 3 et 
4 sont les seules qui donnent des signes contraires. 
Pour z = 3 ,on a un résultat positif, et pourZ= 4 > 
le résultat est négatif. Faisant de même — 1 — 7, 
on a la transformée 

— 7Z 4 — 2 /fz’ — 29z' -p- 3 s — 44 = o ; 
comme la valeur de z est comprise entre o et 1 , 
faisons 10 z = Z, d’où ==“ , et la précédente de- 
viendra 

— 7 z* — a 4 oz* — agooe‘ -J- 3 oooZ -+- 440000 = o 

les hypothèses z=o, =1, =a, = 3 , =4, etc., don- 
neront les résultats 

« 

z=+ 440000, -1—439853, — 482368, -4— 4 i 5853 , -j — 388448 


Diff. i re *.. — 147 — 7485 — i 65 i 5 — 27405 

2 me ». — 7338 — 9 o 3 o — 10890 

* 3 me> — 1692 — 1860 

4 me *..'. — 168: 


vers la gauche, les résultats croissent positivement, 
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mais la somme toujours croissante négativement 
des dernières différences à droite, conduira bientôt 
à un résultat négatif : pour 



on a 


nai3 

i3oooo 


pour y> io, les résultats sont constamment négatifs. 
Toutes les substitutions entre deux valeurs consécu- 
tives de_y, ne peuvent faire découvrir et même soup- 
çonner d'autres racines. . 


364- Avant d’aller plus loin, nous donnerons un 
moyen d’abréger le calcul des différences. Soit l’é- 
quation 

a 4 - bx 4- ex' 4- dx' 4 - ex 4 4- etc. = o 


si l’on désigne par/ 0 , J,, J*, jr t jr m les résul- 

tats dus aux hypothèses x=o, = i, —a, =3.. ,=n, 
on aura 


r°— a 

y, 

y % = a -(- Zb -f- gc 4- 27^4- 8te-J-etc. 
etc. 

Or, si l’on désigne par A‘j„, A’jr., A’^„,. . . .A 
les différences première ; seconde , troisième 
jjime relative à , il est démontré qu’on a (*) 


A B r.= 7-r„_,+ — 


: 0 , «(«—*)(»— 3) 


1.2 . 3 


y n ~ 3 elc - 


(’) Voyez mon traite de calcul différentiel et intégral. 
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d’où résultent, pour n= i, = a, = 3, etc. 

A ro =y,—y, 

Kr.—y,—*y. -t-y. 

A 5 y „ = r, — 3r, 3;-. —y. 

etc. 

Et conséquemment ces valeurs des différences en 
coéfficiens a, b, c etc. 

A'/„ = b-\- c-\-d-\-f-\-g-\-h-Jri-\-k-ir eic. 

A’/» =a(c-j-3^-( _ 7 e +' I 5/ 1 l'"3x^+63/i-f-ia7t+a55À-4-ctc.) 
A 5 ^ =6{d-\-Ge-\-^/- 1 rQog-\-3oih -f-966<-j-3oa54-]-etc.) 
A 4 ^,, = a4(e-f-iq^-|-65g’-f-35oÂ-t~ i 70 iH- 777 oÆ-}-etc.) 
A *jr. = iao^-j-i^ - !" i4oA-f-io5o<-j-6ÿ5iA-l- etc.) 

A V» == 7 ao 0> "t” a 1 A + a 66 « '-i- 2646 A -J- etc. ) 

A 7 y* = 5o4o(A -|- 28 / -f- 462 Æ -j- etc.-) 

A */ 0 =4o32o(x'-t-36^-+-etc.) 

A’^-,, =36a88o{4--f- etc.). 

Cette table suffira pour résoudre les équations de- 
puis le premier jusqu’au neuvième degré inclusive- 
ment. 

Pour le second exemple, on a 
0 = 372, £=2i35,c=4oa, d = — 4885, e = o,_/= 5oo, 
d’où 

y a =a=3j2,A‘y.= — iS4§,Ay„= — i35o6, AV. =45690, 
A*/.= 120000, A’7 - .=6 oooo. 

Au moyen de ces différences qu’on rencontre parmi 
celles que nous avons obtenues pour la seconde 
équation, et du résultat j - ,, qui répond à x = o, on 
peut prolonger les lignes des différences et des ré- 
sultats dans les deux sens, comme on l’a vu plus 
haut. 

365. Nous passerons à l’approximation, et d’abord 
nous considérerons l’équation 

x 1 — 3Jr — 5 = o 

35 
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traitée ( 348 , 36 1) : cette équation a une racine entre 
u et 3 : soit x=2 + z, et dans la transformée 

z’ -j-6z’ -{- loz — i=o, 
faisons iooz = t; il viendra 


t* -\- 6 oot' rooooot — 1000000 = o; 

pour <= 9 et <=10, on obtient ces résultats 

R = — 50671, R=-f-6iooo; 

donc <=9,2=0,09, « = 2,09. Mais par la règle de 
fausse position (*), on a 


— 50671 

t Q - 1~ ■ ■■■ - ■ 1 - » - 

— 50671 — 61000 

5o62 L = 
111671 


= 9 -+ 


50671 


50671 +61000 
9 , 453 ; 


d’où z = 0,09453 et x = 2,09453 résultat exact 
dans les quatre premières décimales ( 36 1) : on pour- 
rait se servir de cette valeur de x pour s'en procu- 
rer une plus approchée; à la vérité rien ne fait con- 


( * ) Soit l’équation 

ax — b=zo, d’oùx=-: 

♦ a 

si l’on fait les hypothèses x—p, x—p-x- 1, on aura les résultats 
ap — b, ap-{-a — b : or 

4 a P~ h . ap—b _b 

P ap — b — [ap-\-a — bj ^ — a a , 

qui est la racine x. Ainsi pour avoir la valeur de x , il faut à 
la plus petite substitution p, ajouter le résultat correspondant , 
divisé par ce résultat diminué de celui qui est dû à la substi- 
tution p + 1, Lorsque a est négatif, la formule précédente devient 

— ap — b — ap—b b . 

P ( — ap — b) — ( — ap — a — b) P 4- a 0 

qui est encore la racine de l’équation — «ax— b=o. (Arith. et 
A!g. 199). 
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naître le degré d’approximation auquel on est parvenu, 
mais bientôt nous donnerons un moyen de l’ap- 
précier. 

Prenons , en second lieu , l’équation 
x' — 7 x + 7 = 0, 

traitée ( 343 , 349 ) et qui , pour les substitutions, 

— 1 o 1 a - 3 

donne les résultats 

-+- i 3 -+- 7 -t- 1 i +i 3 

dont les différences sont 

i ereî —6 , — 6 ,0 , la 


a emcs o,^ 6, la 

3 emeJ 6 6- 


•> * 

il est assez naturel de soupçonner l’existence de deux 
racines entre les substitutions 1 et a , et comme elles 
auraient même partie entière-+- 1, on posera a; = 1 -4-z, 
hypothèse qui donne la transformée 

z' -1-3 z‘ — 4 * -P 1 — o, 

laquelle, sous l’aperçu précédent, aurait deux ra- 
cines z entre les substitutions oet 1 qui donnent -t- 1. 
Pour séparer ces deux valeurs de z , ou pour qu’elles 
ne restent plus comprises entre les deux mêmes nom- 
bres, on fera ioz = /, d’oùz=— i et on aura 

10 7 T 

f* -+- 3 o t' — 4 oo t -t- 1000 = o, 
et aux hypothèses 

t— o, =1, — a, = 3 , =4 etc. 

35 . 
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répondent ces résultats 

-+- 1000 -+-63i + 3a8 +97 — 56 

diff. i ere ’..- — 36g — 3o3 — a3i 

diff. 2 emes +66 + 7 a 

diff. 3 emes +6 


on conclut de la ligne des résultats, prolongée au 
moyen des diiférences, deux valeurs de t, l’une en 
tre 3 et 4 > l’autre entre 6 et 7 qui donnent les ré- 
sultats— io 4 et 17 : conséquemment 



^ 6 . , 3 , 3 . 

'io ’ 1 10 ’ '5 


mais si pour avoir une valeur plus approchée de la ra- 
cine t dont la partie entière est 3 , on emploie, comme 
ci-dessus, la correction donnée par la règle de fausse 
position, on aura 


t = 3+ 97 -f£ = 3 

97+56 

d’où l’on conclut 


4 - -§£*=3 , 6 etc. 


i53 


1 — o , 36 ; x — 1 , 36 : 

l’autre valeur de t corrigée ou approchée d’après la 
même règle, sera 


t= 6 - 


104 


•d’où 


— ij 7 


= 6,88 


z — o, 68 et x — 1 , 68 . 

I 

Or, la plus petite raeine x trouvée (36i),est 
1 

X= 1 H 

2 H — 

, 1 4+etc. 
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cette fraction arrêtée au quotient 4 > est trop grande 
et donne 

x=. = i,35 etc. 

i4 

ensorte que la valeur ci-dessus x — i , 36 est, à plus 
forte raison, trop grande. L’autre racine x est expri- 
mée par 

• . 


I A 

a 4- etc. 

pn s’arrêtant au quotient a, elle donne 
x = i 4- -y = i , 66 etc. 

résultat trop petit, en sorte que la racine ci-des- 
sus , x= i , 68 est assez approchante. 

Traitons l’équation 

— 3a: 5 -h — ioa: 1 — •jx’ -h x + i3 = o, 

dont l’une des racines est x — — i ; après la divi- 
sion par x -h- i , on obtient cette équation du qua- 
trième degré 

— 3x‘ -+- 5 æ 3 — 15a:’ -t-8x + i3 = o : 

on trouve une racine négative entre o et — i , subs- 
titutions qui donnent 4- i3 et — ■ 18, et une racine 
positive entre 4- i et 4- a qui donnent les résultats 
4- 8 et — 3g. Occupons-nous d’abôrd de la première 
racine , et faisons io x—y : on aura la transformée 

— 3 y 1 " -+• 5o — 1 5ooy J 4- 8000/ 4- i 3ooqo = o : 

on découvre au moyen des différences, une racine 


Digitized by Google 



55 o CHAPITRE XXXII. 

entre les nombres — 6 et 7 qui donnent -4- i33ia 

et — a 3853 , et par la règle de fausse position, on a 

J r=z — 6 — 3^705" — — 6 , 358 i , d’où x= — o, 6358 1 : 

résultat exact dans les trois premières décimales. 
Venons à la racine positive entre 1 et a , laquelle 
est très^voisine de 1 : on posera x— 1 -4-2, et on aura 
la transformée 

— 3 z 4 — 72’ — 182’ — 192-4-8 = 0; 
faisant 102= t, on aura la transformée 

— 3 t* — 70 G — 1800 1' — 19000 1 -t- 80000 = 0, • 

qui donne une racine entre 3 et 4». nombres aux- 
quels répondent - 4 - 4667 et — 3 oo 48 : on aura donc, 
d'après la règle , 

*= 3 +^y^- = 3 ,i 345 , d’où *=i, 3 t 345 

Pour fixer les idées sur l’approximation donnée 
par la règle de fausse position , nous en ferons en- 
core une application à l’équation 

i6x 5 — aoÆ’ - 4 - 5 x — o, 07845 9095727845=0, 

traitée par M. Le Gendre (Trig.) et dont il trouve l’une 
des racines = 0,01570 73173 n8ao 7. Les substi- 
tutions 


x =0 
x = r 


donnent 


— o, 07845 90957 37845 
-4- o , 9a 1 54 0904a 7a 1 55 , . 


d’où 1 on conclurait, d'après la règle de fausse position, 


x = o -4- 


-0,07845 90957 3784s 
• 1 , 00000 00000 00000 
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valeur de x qui s’éloigne fort de la vérité. Les résul- 
tats dus aux suppositions x—o et x=i, montrant que 
la racine x est beaucoup plus voisine de o que de i , 

on fera ioox = z, d’où x — — ^-r,et on aura 

* IOO ’ 

l6z 5 20(l00)V -f- 5 (lOo)* Z 7845 90937, 37845 = 0 

les substitutions 

2=1 I donnent “ a8/ »7 9 ° 94 i, 27845 
a=2| üonnent + a 1 38 o 9 554 , 7a 1 55 

d’où résulte 

I=l 1 a 84 7 9094 f, 07845 

— 4986 00496,000000 ’ ' 

et 

x= — =o,oi 5 7 i, 

résultat qui diffère dans la cinquième décimale. Pour 
approcher davantage, il est naturel de faire 1 000 x = z, 
hypothèse qui donne la transformée 

i6z — 20 (iooo)‘z j -+- 5 (iooo)* z— 784590957 27845=0 ; 


z= i5 

z= 16 


-35a 65883 77845 
i 45 90010 49^71 


g =,5 + ,5.7073s 

. 49o55&94a7alO ‘ ' 


Æ== ro-oô =0 ’ 0,5 7 0 7 35: 

résultat qui diffère dans la huitième décimale. Pour 
approcher davantage, on supposera de nouveau 
10000 x=z et on obtiendra la transformée 

i6z* — 20(10000)’ z ’-}- 5 (ioooo)*z 
— 7843 90957 27845 00000=0, 
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or , de la dernière -hypothèse faite sur x et de la der- 
nière approximation de cette racine, on conclut que 
les substitutions à faire pour'z, ne peuvent être que 
les nombres )5 7 et j 58 dont le premier est composé' 
des trois premiers chiffres à gauche de la virgule, 
dans l’approximation précédente, ce qui résulte de 
la valeur de x. Or, les hypothèses 



donnent 


— 3 64?83 25606 19088 
-+- 46 20337 86683 76288 


d’où on conclut 


2== 1 57 4- 
donc 


— 3 64783 a56o 6 19088 
— 49 85iai 12289 95376 


157,073174 


X z 


— —— — 0,0,570 73l74 
lOOOO ’ 1 ' 1 


racine qui ne diffère pas d’une unité du dixième ordre 
de celle donnée par M. Le Gendre, qui n’a pas indiqué 
le procédé dont il a fait usage. 

366. Nous observerons que les décimales commu- 
nes à deux approximations successives , sont exactes, 
considération d’après laquelle on peut estimer le 
degré actuel de l’approximation. Ainsi , dans le der- 
nier exemple, la dernière valeur de x et la valeur 
approchée qu’on obtiendrait par un nouveau calcul, 
ayant les neuf premières décimales communes, on 
serait assuré de l’exactitude de la racine dans ces dé- 
cimales. 

Nous laissons aux lecteurs à apprécier ces res- 
sources, et nous renverrons ceux qui désireraient 
d’autres détails, au Chap. XL' de la Trigonométrie de 
Cagnoli , ayant pour titre : de la Résolution numé- 
rique de toutes sortes d Equations , et à l ouvrage de 
, Kra/np , intitulé : Elémens d Arithmétique Univer- 
sàlle. 
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V. 

CHAPITRE XXXIII. 


Règle des signes oü règle de Descartes. 


3 67 . Théorème I. Une équation de degré quelconque, 
ne peut avoir plus de t racines positives que de varia- 
tions de signes , ni plus de racines négatives que 
de permanences ou de répétitions suivies du même 
signe (*). 

L’énoncé sera démontré, s’il est prouvé i° que la 
multiplication du premier membre de l’équation 
dont le second est zéro, par un Licteur x-ha, cor- 
respondant à la racine négative — a, n’introduit pas 
dans le produit une variation de plus qu’au multi- 
plicande, et î° que la multiplication par le facteur 
x — a correspondant à une racine positive, ne donne 
pas une permanence de plus : eu effet , le produit 
contenant nécessairement un terme de plus que le 
multiplicande, il s’y trouvera, dans le premier cas, 
au moins , une permanence de plus , et , dans le 
second , au moins , une variation de plus. 

Soit le polynôme 

x m -\-\x m ~- ‘-t-Bx" 1 — >-»- -t-Tx+V : 

le produit par x+a sera 


x™ + 1 4- A 
4- a 


x"*4-B te 1 »— , 

. . . -H T ix J 4-V is 

- 4 “ Aûj 

4- Sa 4- Ta 


4-Va 


(') On entend par permanence , la répétition ou la succession 
du même signe , et par variation, la succession de deux signes 
contraires. 
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où on remarque que le coéfficient de chacun des 
termes du produit, se forme de celui du même rang 
dans la proposée, augmenté du coéfficient du terme 
précédent , multiplié par a. D’après cette loi de for- 
mation , on voit que , pour obtenir les signes des 
termes du produit par x-\ -a , il suffit d’écrire la série 
des signes du multiplicande , et au-dessous la même 
suite , en ne commençant qu’à la seconde place à 
gauche. Pour le facteur x — a , la première ligne du 
produit est encore la série des signes du multipli- 
cande , et au-dessous ces mêmes signes changés et 
reculés chacun d’un rang vers la droite. Nous sup- 
posons ici et dans ce qui suit, que l’équation soit 
complète. 

.Soit donc la série des signes du multiplicande 
celle du produit par le facteur x-t-a, sera 



où la lettre i indique l’indétermination du signe du 
résultat , laquelle a nécessairement lieu lorsqu'on 
fait abstraction de toute valeur numérique des coéf- 
ficiens. Aussi long-temps qu’il y aura permanence 
de signes dans le multiplicande , à partir du pre- 
mier signe à gauche , il y aura pareillement per- 
manence de signes dans le produit ; mais lorsque 
la permanence cessera au multiplicande, le signe du 
produit deviendra indéterminé, et l’indétermination 
continuera jusqu’à ce que la permanence se réta- 
blisse dans le multiplicande , auquel cas le signe 
du prçduit deviendra déterminé" et ainsi de suite. 
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Le nombre des signes indéterminés du produit , 
étant le même que celui des variations de signes 
du multiplicande, il suffit donc de taire voir que* 
les signes indéterminés ne peuvent, dans auçun cas, 
introduire au produit plus de variations qu’il ne 
s'en trouve au multiplicande. Or , un seul signe 
indéterminé ne peut être compris qu’entre des signes 
dissemblables -H et — ou — et -+- s si , pour cette 
iudétermination , on prend le signe -+• , il .y aura , . 
dans le premier cas , permanence de 4- à + et va- 
riation de -f-à — : si on remplace le signe indéter- 
miné par — , il y aura variation de -H à — et per- 
manence de — à — : même conclusion, eu supposant 
-t- puis — , au lieu de l’indétermination, entre les ' 
deux signes — et -P. Ainsi un signe indéterminé 
compris entre deux signes déterminés , ne peut 
donner qu’une variation. Un nombre impair de 
signes indéterminés consécutifs, se trouve compris 
entre deux signes dissemblables , et un nombre 
pair de ces signes indéterminés, est intercepté entre 
deux signes semblables : dans l’un et l’autre cas , 
le plus grand nombre de variations qu’on pourrait 
introduire , en supposant des signes au lieu de ces 
indéterminations, serait au plus égal au nombre des 
variations qui se trouvent dans la partie correspon- 
dante du multiplicande. Donc , comme il y a au 
produit un signe de plus qu’au multiplicande , on 
doit conclure que le facteur æ+o, a introduit, au 
moins , une permanence : qu'ainsi le nombre des 
racines négatives ne peut surpasser celui des per- 
manences. On prouverait par un raisonnement sem- 
blable, qu’en multipliant par le facteur .x — a cor- 
respondant à une racine positive , le produit ne 
peut avoir au - delà du nombfe des permanences 
qu’on compte au multiplicande , et comme cepen- 


\ 
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dant il y a dans ce produit un signe de plus qu’au 
multiplicande, il s’y sera introduit, au moins, une 
variation de plus. Donc , etc. 

368. J1 suit de ce théorème que lorsque toutes 
les racines de la proposée sont réelles , le nombre 
des racines positives est précisément le même que 
celui des variations, et que les racines négatives 
sont en même nombre que les permanences : en . 
effet , soient P le nombre des racines positives , 
N celui des racines négatives : v le nombre des 
variations et p celui des permanences : puisque , 
par hypothèse , toutes les racines sont réelles , on 
aura 

v+-/>=P-+-N; 

en observant que le nombre tant des permanences 
que des variations, qui fait le nombre total des 
signes,, est égal au degré de l’équation, c’est-à-dire, 
au nombre des racines : or, d’après ce qui vient 
d’être démontré, on ne peut avoir P> v; donc aussi 
N ne peut être <p : on sait d'ailleurs que N ne peut 
ètre>/>; donc N =p et P=e. 

36g. Lorsqu’il manque un terme dans la propo- 
sée , on peut assez souvent reconnaître la pré- 
sence des racines imaginaires par la règle ci-des- 
sus : en effet , si l’on restitue le terme qui man- 
que , en lui supposant successivement -t-o et — o 
pour coéfûcient , le nombre des variations et celui 
des permanences , correspondans aux deux hypo- 
thèses faites sur le signe du terme restitué, seront 
dilférens ou les mêmes. Dans le premier cas , il 
existera des racines imaginaires : car si on voulait 
supposer que toutes les racines fussent réelles, on 
serait conduit par ce qui vient d’être démontré (368) 
à deux conclusions contradictoires sur le nombre 
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et des racines positives et des racines négatives.' 
Dans le second cas , toutes les racines peuvent être 
réelles , mais rien jusqu’ici ne prouve quelles le 
soient. 

Qu’on ait, par exemple, l’équation 

x 5 — aotr’ + 5 ox’ -t- igx — 3 o — o , 

qui manque de second terme, et qu’on la com- 
plète en l’écrivant ainsi : 

x 5 ± ox ( — iox* 4 - 3 ox’ iqx — 3 o = o : 

on observera que soit qu’on prenne ox‘ en plus, 
soit qu’on le prenne en moins, on trouve dans toute 
l’étendue de l’équation, trois variations et deux per- 
manences : toutes les racines peuvent donc être 
réelles, et, eu effet, l’ équation donne trois racines 
positives, savoir : x = i, x=a, x = 3 , et deux né- 
gatives qui sont x = — 1, x — — 5 . 

370. Théorème II. Une équation dont toutes les ra- 
cines sont réelles , a autant de racines comprises en- 
tre o p, qu'il y a de permanences de signes dans 
la transformée enx — p de plus que dans la proposée. 

En effet, toutes les racines de la proposée, com- 
prises entre o et p, et conséquemment positives, 
deviennent négatives dans la transformée dont l’in- 
connue est x — p (*); donc les variations de signes 
de la proposée, en même nombre que ses racines 
positives, doivent se changer en autant de perma- 
nences dans la transformée. 

On démontrera fort aisément la réciproque qui a 
pour énoncé. 

Théorème III. Une équation à racines réelles , ne 
peut avoir n racines comprises entre o et p, si sa 


(’) Voyez la formation des transformées (3i5.) 
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i 

transformée enx — p ri a pas n permanences de signes 
de plus que la proposée. 

M. Budan ajoute : « Nous avons même de fortes 
raisons de croire que la seconde proposition est ap- 
plicable à toute équation. 

Ainsi l’équation 

x' ± ox 3 — 7 x -t- 7 = 0 

étant de celles qu’on sait avoir toutes ses racines 
réelles (348) , et cette équation donnant lieu aux 
transformées 

(x — t) 3 -f-3(x — i)* — 4(x — i)-f- i =o 
(x— a)>4-6(* — »)*.+' 5 (x — -i)-j- *=o, 

dont la dernière a deux permanences de plus que 
la proposée, on conclura l’existence de deux racines 
entre o et a , et même entre i et a , parce qu’aussi 
la dernière transformée a deux permanences de plus 
que la précédente. SJ*, dans la proposée, on change 
x en — x , auquel cas elle devient 

x 3 — ox’ — 7X — 7 = 0, 
on obtient les transformées . 

(x — i) 3 •+- 3 (x — i)* — 4 f — i) — i 3 = o 
(x — a) 3 -|-6(x — a)’ -+- 5 (x — a) — 1 3 = o 
(x — 3 ) 1 -}- 9/x — 3 )’ -|-ao(x— - 3 } — i = o 
(x— 4) 3 ia(x— 4)* -j-4i(x— 4)4-39=0, 

et on reconnaît, d’après le même principe, l’existence 
d’une racine entre 3 et 4 : €n effet, le nombre des 
permanences n’augmente d’une unité qu’en passant 
de la transformée en x — 3 à celle en x — 4- 
371 . Lorsque toutes les racines d’une équation 
sont réelles, observe Lagrange , on peut trouver leurs 
limites, sans le secours d’aucune autre équation, par 
le moyen de la seule règle de Descartes : car si on 


Digitized by Google 



ÉLÉMENS D’ALGÈBRE. 55cj * 

diminue, par exemple, toutes les racines de l’équa- 
tion en x, de la quantité a, en y substituant z + a 
pour x, la transformée en z ou en x — a aura autant 
de variations de moins qu’il y a de racines positives - 
de l'équation en x, qui sont devenues négatives dans 
l’équation en x — a; et par conséquent parmi les ra- 
cines positives de l’équation en x, il y en aura au- 
tant qui seront moindres que a. Donc , si l’on 
forme successivement les transformées en x — i , , 
x — a , x — 3 , etc. , chaque variation de signe qui 
disparaîtra d’une transformée à l’autre, par exem- 
ple, de la transformée en x — n à la transformée 
en x — n — i, indiquera une racine positive moin- 
dre que n+i et plus grande que n, et, par consé- 
quent, eomprise entre n et n+i. On pourra trou- 
ver ainsi successivement les premières limites des 
racines positives , et l’on aura de même celles des 
racines négatives par la considération des perma- 
nences dans les transformées en n+i, n-fr-a, etc. 
J’ignore, ajoute cet illustre géomètre, si cette re- 
marque avait été faite avant le mémoire que M. Bu- 
dan présenta à l’institut en i8o3 et qu’il vient de 
publier avec des augmentations, sous le titre de 
Nouvelle méthode pour la résolution des équations 
numériques. Lagrange ajoute quelques considérations 
relatives aux racines imaginaires , mais nous ren- 
verrons le lecteur curieux de les connaître, à la 
note VIU de son ouvrage. 

- FIN. 
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FAUTES ESSENTIELLES A CORRIGER. 


Page 28 . Ligne 4> en remontant, lisez ; 

u a m * “ a' n ^ 

k . k 


,m 
Qjn d 


2Q. Ligne 


SG. Ligne 14, en remontant, V'p , /ÿez: 

88 . Ligne 3 , en remontant, -1- 8 a b ' , 

3 

foez : 8a V r ^ a 'b i - 

96. Ligne i 5 , 2 0 . [ i/'a'Y»?] = > lisez: 

2 °- [™a^]'‘ . 

108. Ligne i 4 , 9a 1 H- 1’ n + 4 > lisez 12 a 

+ 4 - 

176. Ligne i 3 , en remontant, 3 4 a 4 ' , /«ez : 

3 A 24'- 

177. Ligne 16, 4 4 ai' ~ Usez: 4 A 21 ~~‘ 

1 85. Ligne 8 , en remontant, = (c-t-i)«, lisez: 

= (c+i)". 

3 oo. Dans la figure, la ligne DE' doit tou- 
cher le demi-cercle en E' . 

l\!\G. Plusieurs exposans sont trop- bas. Dans 

la valeur de Z , ai ï lieu de... Ax'i m — 3 ), 
lisez. . . Ax' m ~ î . 

Au reste , nous donnerons par la suite uu supplé- 
ment de cet errata. 
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